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VORWORT. 



Wie die frühem Auflagen, so soll der Abriss auch in seiner jetzigen Gestalt eine 
kurze Uebersicht über die fundamentalen Eigenschaften der Thetafunctionen einer Ver- 
änderlichen denen in die Hand geben, welche eine grössere Vorlesung über elliptische 
Functionen hören. Die unentbehrlichen Sätze aus der allgemeinen Functionentheorie sind 
einleitend voraufgeschickt, und zwar nach einer Methode, welche auf Riemann's geniale 
Sätze und Gebilde leitet. Eine rein auf Potenzreihen sich stützende Functionentheorie 
gewährt durch ihre Gonsequenz gewiss Befriedigung, andrerseits aber ist es für mich 
zweifellos, dass eine wirkliche Einsicht in einen algebraischen Functionenbereich und dessen 
Integrale nur auf Grund .der Vorstellung Riemann'scher Flächen möglich ist. 

Die neue Auflage enthält einige Untersuchungen der frühem über unendlich ver- 
zögerte Convergenz und Gebietsstetigkeit, die heute in den elementaren Lehrbüchern zu 
finden sind, nicht mehr. Auch die Mannigfaltigkeit der Darstellungsformen ist etwas be- 
schränkt worden. Dafür sind die doppelt periodischen Functionen und elliptischen Integrale 
vollständiger behandelt, und es ist mein Bestreben gewesen, das Buch praktisch brauch- 
barer zu machen, zu welchem Zweck noch besonders eine Sammlung von Formen und 
Formeln angehängt ist. Manche neuere Untersuchung hat Platz gefanden. 

Die Bezeichnung der elliptischen Functionen ist die überlieferte Jacobi'sche, es sind 
aber unter dem Text auch die Weierstrass'schen Functionen definirt, und ihre Beziehungen 
zu den alten Formen angegeben. 

Von grösseren Werken, wie Briot und Bouquet, Königsberger, Rausenberger, 
Halphen, Dur^ge, dem mehr historisch gehaltenen von Enneper und andern unterscheidet 
sich das vorliegende Buch durch seine knappere Form und sein beschränkteres Ziel, 
welches die allgemeine Transformation ausschliesst, aber auch, wie ich glaube, vielfach 
in den eingeschlagenen Wegen; und so hoflfe ich, dass dasselbe, wie die früheren Auf- 
lagen, auch in seiner neuen Gestalt neben jenen wird bestehen und seinen Zweck er- 
füllen können. 

Jena 1889. . J. THOMAE. 
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Functionentheorie. 



Einleitung. Die Thetafunctionen pflegen nicht so sehr um ihrer selbst willen studirt zu 
werden, als wegen der mehrfach periodischen Functionen, die als Quotienten derselben darstellbar sind. 
Beschränkt man sich wie hier auf eine Veränderliche, so sind es die doppelt periodischen Functionen, 
die durch Thetafunctionen einer Veränderlichen ihre einfachste Darstellung finden und sich aus ihnen 
ableiten lassen. Umgekehrt aber führt das Studium der doppelt periodischen Functionen mit einer 
gewissen Nothwendigkeit auf die Thetafunctionen. Die Eigenschaften dieser analytischen Gebilde lassen 
sich mit ziemlicher Vollständigkeit durch die Methoden der sogenannten elementaren Functionen- 
theorie auffinden. Den Unterschied zwischen elementarer Functionentheorie und der allgemeinen oder 
der Functionentheorie schlechthin will ich dabei in folgender Weise verstanden wissen. — Die elementare 
Functionentheorie baut ihre Begriffe auf die Potenzreihen auf und leitet ihre Sätze aus der Darstellung 
der Functionen durch Potenzreihen her. Lässt sich eine Function von z an der Stelle a durch eine 
Beihe darstellen, die nur ganze positive Potenzen enthält, lässt sich also für ein bestimmtes Werth- 
gebiet um a die Function f{z) in die Form bringen 

so heissen /^(a), /^'(«), . . f^%a), . . bez. die erste, zweite, . . nte . . Ableitung von / an der Stelle a. 
Es kann aber a wieder veränderlich genommen, wieder ;; fUr a gesetzt werden. Dadurch dass dieses z 
in jede beliebige Nähe einer Stelle gebracht wird, die irregulär ist, in der eine Darstellung der Function 
durch eine nach ganzen positiven Potenzen fortschreitende Beihe nicht möglich ist, lässt sich zu- 
weilen der Begriff der Ableitung auch auf singulare Stellen ausdehnen. In dieser Begrenzung des 
Begriffes „ Ableitung' sehe ich zugleich die Begrenzung des Begriffes „elementar". Der Begriff des 
Differentialquotienten als des Grenzwerthes eines gewissen Quotienten hat einen wohlbestimmten 
Sinn in unendlich vielen Fällen, in denen der Begriff der Ableitung in dem hier gebrauchten Sinne 
nicht anwendbar ist Existirt eine Ableitung, so ist sie zugleich Differentialquotient. Aehnlich lässt 
sich für das Integral eine Begriffsbestimmung durch Potenzreihen, die die elementare heissen kann, 
geben und eine allgemeinere durch den Grenzwerth einer Summe. Die allgemeine Functionentheorie 
geht also im Gegensatz zur elementaren bei der Untersuchung der Functionen nicht von vornherein und 
principiell von ihrer Darstellung durch Potenzreihen aus, sie entschlägt sich aber der Hilfsmittel, welche 
die Theorie der Potenzreihen bietet, keineswegs. F&r die sogenannten analytischen Functionen — und 
von solchen wird hier wesentlich die Rede sein — ^ die elementar durch Potenzreihen definirt sind, 
stellt sie eine Infinitesimalbedingung auf, gelangt aber schliesslich auch zu dem Resultat, dass die so 
definirten Functionen durch Potenzreihen darstellbar seien. Trotz dieses Endresultates soll hier von 
den Methoden der allgemeinen Functionentheorie Gebrauch gemacht werden, weil es mir scheint, dass 
die Einsicht in diesen Stoff durch jene Methoden doch nicht unerheblich gefordert werde. Die Unab- 

Thomae, Thetaftinctionen. 1 
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bängjgkeit mancher Sätze Über Fanctionen von ihrer Darstellbarkeit durch Potenzreihen ist ohnehin 
an sich yon Interesse. Die Methoden, die hier zur Verwendung kommen, wenden sich zuweilen an die 
Intuition, namentlich bei den Sätzen, die den Begriff , Zusammenhangt betreffen, der bei den sogenannten 
Riemann'schen Flächen auftritt. Denjenigen, welche dies tadeln möchten und die Biemann'schen 
Flächen als der reinen Analysis fremd von der Functionentheorie fem halten wollten, muss ich die 
Frage entgegenstellen, ob sie es heute schon wirklich fbr möglich halten, zu einer vollkommenen Ein- 
sicht über mehrdeutige, insbesondere über algebraische Functionen und deren Integrale zu gelangen, 
wenn das Auge der Intuition geschlossen wird und die analytischen Gebilde nur mit dem Auge des 
discursiven Denkens betrachtet werden. — Wenn wir nun bei unserem Vorgehen einerseits etwas weit 
ausholen, als ob die elementare Functionentheorie noch unbekannt wäre, wenn wir aber andererseits 
nicht so ganz einfache Sätze dieser Theorie wie z. B. die Methode der unbestimmten Coefficienten ohne 
Weiteres benutzen, so bedarf diese Inconsequenz im Voraus der Entschuldigung und Motivirung. Die 
elementare Functionentheorie wird in ihren Hauptsätzen in der That als bekannt Yorausgesetzt Von 
der Exponentialfunction und dem Logarithmus, den goniometrischen und cjclometrischen Functionen 
wird sogleich Gebrauch gemacht. Gleichwohl erfordert die neue Betrachtungsweise und die veränderte 
Definition der analytischen Function ein gewisses Eingehen auf die allerersten Dinge, und manche 
wohlbekannten Sätze sind nach den neuen Methoden herzuleiten, theils um deren Brauchbarkeit zu 
zeigen, theils auch um die Anwendbarkeit auf noch unbekannte Gebilde vorzubereiten. So wird es 
begreiflich sein, warum es zwar hier fttr nöthig erachtet wird Elementares vielfach zu erweisen, warum 
aber auf lückenlose Vollständigkeit im Elementaren Verzicht geleistet wird. 

Es darf aber auch nach einer andern Bichtung hin Vollständigkeit nicht erwartet werden. Das 
Ziel dieses Werkchens ist ein bestimmt begrenztes. Die Functionentheorie wird hier nur soweit be- 
handelt und es werden im Wesentlichen nur solche Functionen, Sätze und Methoden vorgebracht, deren 
Eenntniss ftir die Untersuchung der Thetafunctionen , der doppelt periodischen Functionen und der 
elliptischen Integrale nöthig ist. Aber auch in Bezug auf diese Functionen legt sich dieses Buch noch 
die Beschränkung auf, dass es die allgemeine Transformationstheorie von der Behandlung ausschliesst. 

§ 1. Die complexen Zahlen, d. h. die Zahlen z von der Forma; -Fyi, worin i = j/^l ist 
und X und y reelle Zahlen sind, bilden ein stetiges Grössengebiet yon zwei Ausdehnungen. Ebenso 
bilden die Punkte einer Ebene ein stetiges Grössengebiet von zwei Ausdehnungen. Man ist deshalb im 
Stande, mit Gauss die complexen* Zahlen auf die Punkte einer Ebene so zu beziehen, dass jeder 
Punkt der Ebene als Träger einer complexen Zahl angesehen wird und jeder Zahl ein Punkt entspricht, 
und dass mit jeder stetigen Aenderung der Zahl eine stetige Aenderung ihres Ortes und umgekehrt 
verbunden ist. Ob die Eindeutigkeit eine ausnahmslose ist, und ob es nicht auch Mannigfaltigkeiten 
von zwei Ausdehnungen giebt, deren Punkte sich den Zahlen nicht eindeutig zuordnen lassen, wird 
späterer Erörterung vorbehalten. 

Die Beziehung der Zahlen und Punkte auf einander wird am einfachsten dadurch hergestellt, 
dass man den durch die rechtwinkligen Coordinaten x (Abscisse) und y (Ordinate) bestimmten Punkt 
zum Träger der complexen Zahl z^=^x-\-y% macht Er heisst kurz der Punkt z. Nennt man die 
Strecke oder den Radiusvector r vom Anfangspunkt der Coordinaten bis zu dem Träger der Zahl z 
— durch dieselbe Einheit als die Coordinaten o:, y gemessen — den absoluten Betrag von z und be- 
zeichnet ihn mit obs (z), gelesen absolut z, und den Winkel /, den dieser Badiusvector mit der positiven 
a;-Achse macht, gemessen durch den Bogen des Einheitskreises, der zwischen seinen Schenkeln liegt, und 
in dem der Drehung des Uhrzeigers entgegengesetzten Sinne, den arcus der Zahl und bezeichnet ihn 
mit WTC (z), so kann ebenso, wie der Träger der Zahl z durch die Polarcoordinaten r und /, die 
Zahl z selbst durch ihren absoluten Betrag und ihren arcus bestimmt werden. Da nämlich 

X SB r cos i = abs z . cos arc z, y=^r sin t = abs z . sin arc z 
ist, so folgt: 

z —= a; -f yi == r {fos t 4- i sin t) = r , e^^ ^^abs z , ff^^^^. 



§1] 



Umgekehrt drücken sich auch absoluter Betrag und arcus leicht durch den reellen und imaginären Be- 
standtheil der Zahl z, also durch x und y aus. Es ist nämlich 

afe (z) ^ r = l/a;2 + y2^ arc{z)=^i^^carctg{y\x), 

worin das Wurzelzeichen stets positiv zu nehmen, der Winkelbogen aber in dem Quadranten zu nehmen 
ist, in welchem die Zahl z liegt. 

Complexe Zahlen, deren Träger symmetrisch zur Achse des Reellen, zur o;- Achse liegen, deren 
imaginäre Bestandtheile entgegengesetzte Zeichen haben, heissen conjugirt Ihre arcus sind entgegen- 
gesetzt, ihre absoluten Beträge gleich. — Die Polardarstellung einer Zahl ist nicht völlig eindeutig, 
so zwar, dass zu jedem absoluten Betrage und arcus nur eine Zahl gehört, dass aber umgekehrt zu 
jeder Zahl unendlich viele arcus gehören, die sich um ein Multiplum von 2jr unterscheiden. Liegt der 
Winkel zwischen — jr ausschliesslich und +x einschliesslich, so nennen wir die Darstellung die 
Hauptdarstellung, den arcus den Hauptarcus der Zahl. Der arcus der Zahl Null ist gänzlich 
unbestimmt. — Diese Mehrdeutigkeit mahnt dazu, die Polardarstellung mit einer gewissen Vor- 
sicht zu gebrauchen. In allen Ausdrücken aber, in denen der arcus als Argument der trigono- 
metrischen Functionen sinus, cosinus, tangens auftritt, kommt die Vieldeutigkeit nicht in Betracht, 
weil diese Functionen die Periode 2jr haben, also für alle möglichen Werthe des arcus denselben 
Werth annehmen. 

Wir erinnern an dieser Stelle an die bekannten Sätze, dass das Product zweier complexen Zahlen 
das Product ihrer absoluten Beträge zum absoluten Betrag, die Summe ihrer arcus zum arcus hat, und 
dass der Quotient zweier Zahlen den Quotienten der absoluten Beträge zum absoluten Betrag, die Differenz 
der arcus zum arcus hat, welche Sätze aus der Gleichung z = re^ unmittelbar folgen. 

In Zeichen: 
dbs (a.a^'^ abs a . abs a', arc {aaf) ^= arc a + arc a*, abs (aia^^^ abs a : abs af, arc (aia^E^ arc a — arc a'. 

Das Zeichen ^ (congment) bedeutet hier, dass die beiden Seiten sich um ein Multiplum von 2jt 
unterscheiden dürfen. 

Hätte man die Absicht eine Theorie der Exponential- und Kreisfunctionen als Functionen einer 
complexen Veränderlichen zu entwickeln, so dürfte man cost + isint nicht durch e^^ ersetzen und 
müsste cos t und sin t als die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse 1 und dem 
Winkel t ansehen. Hier wird jedoch die Erweiterung jener Functionen für complexe Veränderliche 
als bekannt vorausgesetzt, und es werden nur der Analogie halber mit höheren Transcendenten hier 
und da Eigenschaften derselben entwickelt Eben deshalb ist auch t hier als eine Zahl, als die Maass- 
zahl der Länge eines Kreisbogens mit dem Halbmesser Eins, und nicht als ein in Graden ausgedrückter 
Winkel aufzufassen. 

Wir erinnern ferner an den Satz: Ist a^^ a + ßi die Summe zweier complexer Zahlen 
«' = «' + /J'i, a'' = a" + ß"iy so ist stets 

abs a ^ abs a* -f- abs a". 

Stellt man sich nämlich die Zahlen o, a% a" 
graphisch dar, wie dies in nebenstehender Figur geschieht, 
und zieht von a'* eine Parallele zur o;- Achse bis zum 
Träger der Zahl a" -f- «', so sind (a', a" + a\ a) und 
(o, a% aQ congruente Dreiecke, und demnach die Strecke 
a*^a = oa^ gleich abs a' = r'. Ferner ist oa" = abs a" 
«— r", öa = oft^a = r. Es bilden r, r', r" ein Drei- 
eck, und da immer zwei Seiten eines Dreiecks zu- 
sammen grösser als die dritte sind, so ist absa<iabs a' 
+ abs a", wenn nicht a' und a" gleiche Winkel (in 
gleichen Quadranten) haben, in welchem Falle dbs a "^ 
^=^absa' '\' abs a" ist. 
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Die Differenz a zweier complexer Zahlen a^ und a^^ hat die 
Strecke zwischen den Trägern der beiden Zahlen zum absoluten Be- 
trage, und den arcus des Winkels, welchen diese rom Subtrahendus 
zum Minuendus hin gerichtete Strecke mit der positiven o:- Achse 
macht, zum arcus. 

Stellt man nämlich die Zahlen a' = a' + ß% af' — af' + ^"i 
und deren Differenz a" — a^s=a»»a + /3t graphisch dar, so sind _. 
die Dreiecke {a\ af — af^y af') und {p, a, a) congruent, und demnach 
abs {a)^^r^=^ {a% a'% und es ist (o, a) in gleichem Sinne parallel (a^, af% also der arcus, den die Zahl a 
besitzt, derselbe als der des Winkels, welchen die Strecke (a^, a''\ mit der positiven x-Achse macht 

Die Repräsentation der complexen Zahlen durch die Punkte einer Ebene gewährt manche Be- 
quemlichkeiten, namentlich bei Bestimmung von Zahlengebieten und ftir die Terminologie. So ist eine 
stetige einfach ausgedehnte Zahlenreihe durch eine irgendwie gegebene Curve, deren Punkte die Träger 
jener Zahlen sind, ausreichend bestimmt. Oder es wird durch ein aus der Ebene ausgeschnittenes Stück 
ein zweifach ausgedehntes, begrenztes Zahlengebiet genau definirt; z. B. durch einen um den Anfangs- 
punkt der Coordinaten mit dem Radius k geschlagenen Kreis wird ein Zahlengebiet abgegrenzt, welches 
analytisch durch die Bedingung abs z <^ k gegeben ist. Es ist fttr manche Untersuchungen wichtig, 
solche aus der Ebene geschnittene StUcke in Bezug auf die Ordnung ihres Zusammenhanges zu cha- 
rakterisiren, was zuerst Riemann gethan hat 

§2. Zusammenhang. Riemann hat gefunden, dass jedem Stttck einer ebenen oder krummen 
Fläche, welche sich nicht durch Spaltung verzweigt, eine charakteristische Zahl zugehört, welche er die 
Vielfältigkeit ihres Zusammenhanges nennt Es werde gleich hier bemerkt, was ebenfalls von Rie- 
mann entdeckt worden ist, dass man die algebraischen Functionen, und daher auch die algebraischen 
Curven, mit bestimmten geschlossenen Flächen in eindeutige Beziehung setzen kann, ftlr welche die 
Zahl, die die Vielfältigkeit des Zusammenhanges angiebt, stets ungerade, also von der Form 2p + 1 ist. 
Die ganze Zahl p nun wird heute das Geschlecht des algebraischen Gebildes sowohl, als auch der 
zugehörigen Curve genannt Es spielt diese Zahl in der Analysis sowohl als in der Geometrie eine 
grosse Rolle, die ihren Grund wesentlich darin hat, dass diese Zahl allen Gebilden, die auf einander ein- 
deutig bezogen werden können, unverändert zukommt, dass sie eine absolute Invariante ist Wir brauchen 
auf diesen Begriff zunächst nur insoweit einzugehen, als es sich um Ebenenstflcke handelt, die immer 
als wirklich zusammenhängende gedacht werden, die nicht aus getrennten Stücken bestehen, auch nicht 
aus solchen, die etwa nur durch Linien (ohne Breite) mit einander verbunden sind. In einem zu- 
sammenhängenden Stücke kann man von jedem Punkte zu jedem andern mittels eines im Stücke ver- 
laufenden Zuges gelangen, der die Begrenzung weder überschreitet noch berührt. 

Eine im Innern eines Flächenstückes verlaufende, sich nicht schneidende (knotenlose) Linie 
nennt man einen Querschnitt, wenn sie zwei Punkte der Begrenzung verbindet Verbindet die Linie 
nicht zwei Punkte der Begrenzung, sondern kehrt sie in sich selbt zurück, wie z. B. die Kreislinie, so 
heisst diese Linie ein Rückkehrschnitt 

Einfach zusammenhängend heisst ein EbenenstUck, wenn es durch jeden in ihm möglichen 
Rückkehr- oder Querschnitt zerstückelt, d. h. in Theile zerlegt wird, die nicht mehr zusammenhängen. 
Einfach zusammenhängend ist z. B. die Fläche eines Kreises, einer Ellipse, eines Parallelogramms, und 
auch die ganze unendliche Ebene. 

Verstehen wir hier unter einer eindeutigen Deformation eines Ebenen- oder gleich auch 
Flächenstückes eine solche Verzerrung, Dehnung, Zusammenziehung oder auch Biegung, Abwickelung 
desselben, welche kein Flächenstück in getrennte Stücke zerreisst oder getrennte Theile zusammen- 
fliessen lässt, längs vorher von einander getrennter Begrenzungsstücke mit einander verbindet, keine 
Linie in einen Punkt, kein Flächenstück in eine Linie verwandelt, oder umgekehrt einen Punkt zu einer 
Linie auseinander zieht, kurz eine solche Abänderung eines Stückes in ein anderes, bei der zwischen 
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den Punkten des ersten und zweiten eine ein-eindeutige Beziehung besteht, so dass jedem Punkte des 
ersten ein und nur ein Punkt des letzteren entspricht und umgekehrt , — so ist es beinahe selbsty^r« 
ständlich, dass bei jeder eindeutigen Deformation ein einfach zusammenhängendes StQck einfach zu- 
sammenhängend bleibt, dass die Eigenschaft einfach zusammenhängend zu sein dieser Deformation 
gegenüber eine Invariante, eine unveränderliche Eigenschaft ist. Denn jedem knotenlosen Zuge in 
dem einen Stücke entspricht ein eben solcher im deformirten. Von allen Sätzen, die den eindeutigen 
Deformationen gegenüber Invarianten sind, sagt man, dass sie der „Analysis situs** angehören. 

' Die Begrenzung eines einfach zusammenhängenden Ebenen- oder auch Flächenstückes besteht 
aus einem einzigen (knotenlosen) continuirlichen, in sich zurück laufenden Zuge, wenn das Stück über- 
haupt begrenzt ist Bei einer Begrenzungslinie liegt das begrenzte Flächenstück entweder nur auf 
einer Seite, oder zuweilen aber auch auf beiden Seiten. Eine Deformation, welche die beiden Ufer einer 
Linie im letzteren Falle von einander trennt, ist nicht etwa eine solche, die sie in Stücke zerreisst, 
sondern eine solche Trennung ist eine zulässige. Wenn beide Ufer eines Streifens begrenzen, so ist es 
ganz gleichgiltig, ob diese weit von einander oder nahe bei einander liegen, ob sie so zu sagen unend- 
lich nahe zusammen liegen und die beiden Seiten einer Linie bilden, die für das Auge eben nur eine 
Linie ist Ein Zug aber, der über die ganze Begrenzung geht, muss über beide Ufer laufen, wenn 
beide begrenzende sind. 

Bestände die Begrenzung des Stückes T aus mindestens zwei getrennten Linien, so könnte man 
diese wegen des vorausgesetzten Zusammenhanges durch einen Querschnitt / verbinden, und dieser 
könnte T nicht zerstückeln. Denn da / die Begrenzung nur im Anfangs- und Endpunkt trifft, so 
kann man stets von einem Punkte auf dem einen Ufer von / zu dem benachbarten Punkte auf dem 
gegenüberliegenden gelangen, ohne das durch / und die frühere Begrenzung eingerahmte Stück T' zu 
verlassen. Hierzu braucht man nur längs / auf demselben Ufer bleibend bis zu dem ersten Begrenzungs- 
stück von T zu gehen, dann dieses, welches von / nicht wieder getroffen wird, vollständig zu umlaufen, 
bis man auf dem andern Ufer von / ankommt, und kann nun auf diesem Wege bleibend zu dem fest- 
gesetzten Endpunkte gelangen. Verbindet also ein Zug in T zwei Punkte m m\ so geschieht dies ent- 
weder an sich durch einen in T verlaufenden Zug, oder dieser schneidet /. Dann trennt man 
diesen Zug durch / und verbindet die getrennten Stücke durch den oben beschriebenen Umgang 
und stellt so durch Addition eines neuen Zuges zum alten einen Weg her, der m mit w/ in T ver- 
bindet: Es ist also / ein nicht zerstückelnder Querschnitt, T gegen die Voraussetzung nicht einfach 
zusammenhängend. 

Für ein ebenes Stück gilt auch der umgekehrte Satz. Besieht die ganze Begrenzung eines 
Stückes aus einem continuirlichen knotenlosen Zuge, so ist es einfach zusammenhängend. Er lässt sich 
natürlich unmittelbar auf solche krummen Flächen übertragen, die in eine Ebene eindeutig deformirbar 
sind. Wir berufen uns auf die Intuition, wenn wir den Satz aussprechen: eine knotenlose, in sich 
zurück laufende oder geschlossene Linie s in einer Ebene theilt dieselbe in zwei Theile, die so be- 
schaffen sind, dass man aus dem einen in den andern nicht in der Ebene gelangen kann, ohne die 
Linie s zu überschreiten. Bildet nun die geschlossene, continuirliche, knotenlose Linie s die Begrenzung 
eines Ebenenstückes 7, so wird dieses durch jeden Querschnitt / zerstückelt, in zwei Theile zerlegt 
Denn da / zwei Punkte von s verbindet, so wird durch diese Punkte s in zwei Stücke ^i und ^2 zerlegt. 
Die Linie si und das eine Ufer von / — es sei /] — bilden einen continuirlichen, geschlossenen Zug und 
begrenzen deshalb ein Gebiet 7\. Das andere Ufer I2 begrenzt mit ^2 zusammen ein Gebiet T^. Ti und 
J2 Bind getrennte Stücke. — Ist / ein Bückkehrschnitt, so begrenzt derselbe ein Stück, aus dem man 
nicht heraus zu einem Punkte ausserhalb, z. B. zu einem in der Nähe von s in T gelegenen Punkte, 
gelangen kann. Also jeder Quer- oder Bückkehrschnitt zerstückelt 7, die Fläche ist einfach zusammen- 
hängend. — Dass die ganze unendliche Ebene einfach zusammenhängend sei, ist anschaulich klar. 
Dass aber jedes begrenzte, einfach zusammenhängende, ebene oder in ein ebenes deformirbare Stück 
eindeutig in die Fläche eines Kreises oder eines Parallelogrammes deformirt werden könne, darf eben- 
falls als durch Anschauung evident angesehen werden. 
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Ein Flächenstttck ist zweifach zusammenhäiigend, wenn es durch einen Querschnitt in ein ein- 
fach zusammenhängendes zerschnitten werden kann. Die Begrenzung des letzteren enthält die beiden 
Ufer des gezogenen Querschnitts. Die Eigenschaft, zweifach zusammenhängend zu sein, die natürlich 
der eindeutigen Deformation gegenäber invariant ist, wird dadurch zu einer bestimmten, dass das Stück 
durch jeden Querschnitt, welcher es nicht zerstückelt, in ein einfach zusammenhängendes Stück ver- 
wandelt wird. Ist das ebene Stück T nicht einfach zusammenhängend, so kann nach den vorauf gehen- 
den Erörterungen seine Begrenzung nicht aus einem continuirlichen Zuge bestehen, sondern muss min- 
destens zwei solche Züge s^, s^ enthalten. Verbindet man zwei Punkte desselben Begrenzungsstückes, 
z. B. ^1, durch einen Querschnitt / in J, so bildet das eine Ufer von / mit einem Theile von ^i zusammen 
einen continuirlichen Zug, schneidet ein Stück von T vollständig ab, zerstückelt T. Ein Querschnitt Z, 
der T nicht zerstückelt, kann daher nur einen Punkt von si mit einem Punkte von s^ verbinden. Soll 
nun das so erhaltene Stück T einfach zusammenhängend sein, so muss seine ganze Begrenzung aus 
einem Zuge bestehen, wie dies mit den beiden Ufern von / und mit den Linien s^ s^ zusammen wirk- 
lich der Fall ist. Es kann demnach die Begrenzung von T nicht ausser s^ s^ noch etwa ein drittes 
Stück s^ enthalten, sondern sie besteht nur aus den getrennten Stücken ^i ^2* Verbindet man Si s^ durch 
einen beliebigen anderen Querschnitt, so bilden Si s^ und die beiden Ufer desselben zusammen jedesmal 
einen continuirlichen Zug; das Stück wird also durch jeden nicht zerstückelnden Querschnitt in ein 
einfach zusammenhängendes verwandelt, w. z. b. w. 

Als Typus einer zweifach zusammenhängenden Fläche kann das ring- 
förmige Stück zwischen zwei concentrischen Kreisen angesehen werden, oder 
auch die Oberfläche eines Cylinderstückes zwischen zwei parallelen Ebenen. 
Nebenstehende Figur lässt unmittelbar erkennen, wie man die letztere Ober- 
fläche durch Projection von C aus eindeutig in die Ringfläche deformiren kann. 
Der Rand k des Cylinders wird nach x, a nach a, b nach j9, c nach /, m nach /u, 
der Rand q auf sich selbst, der Punkt e auf den Punkt e projicirt. Statt zu 
projiciren, kann man sich auch denken, dass der Cylinder durch Biegung ver- 
bunden mit Dehnung, die k nach x überführt, q unverändert lässt, mit dem 
Ringe zur Deckung gebracht wird. 

Ein unbegrenztes Flächenstück (was nicht mit einem unendlichen zu 
verwechseln ist) kann niemals zweifach zusammenhängend sein. Denn hier 
müsste für den Querschnitt ein Rückkehrschnitt eintreten, dessen beide Ufer 

Begrenzung sein würden. Diese sind aber von einander getrennt, bilden also nicht einen continuir- 
lichen Zug, mithin kann die durch ihn begrenzte Fläche nicht einfach zusammenhängend sein. 

Giebt es in einem Flächenstück T mehrere Querschnitte, die es weder für sich noch zusammen 
noch mit der Begrenzung von T zerstückeln, so ist T mehrfach zusammenhängend, wie z. B. die Fläche 
eines Kreises, aus der mehrere kleinere Kreise heraus geschnitten sind. Jeder der inneren Kreise lässt 
eine Verbindung mit dem äusseren zu, und alle diese Verbindungen zerstückeln die Fläche nicht Der 
Leser möge sich eine Zeichnung hiervon selbst machen. — Hiermit können wir vorläufig die Be- 
trachtungen über den Zusammenhang abschliessen. 




§3. Definition der Function einer complexen Veränderlichen. Jede Function w{Xfy) 
kann als Function der complexen Veränderlichen z angesehen und daher mit fv{z) bezeichnet werden. 
Denn ist z gegeben, so ist auch x und y gegeben, und ist w für jedes Werthepaar in einem Gebiete 
bestimmt, so ist tv in demselben Gebiete für jedes z wohl bestimmt Allein wir kommen dahin über- 
ein, unter einer Function w {x, y) = tv {z) der complexen Veränderlichen z eine Function von x und y nur 
in einem solchen Gebiete zu verstehen, in welchem die Function w{z)=^w (x^y) ein vollständiges Differential 
besitzt, welches in die Form 

dw{2) = dw(xjy)'=w^(xy)dx + iw'{xy)dy 
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gebracht werden kann, so dass 

ist, wovon nur m einzelnen Punkten und Linien Ausnahmen stattfinden dürfen» Aher es muss in solchen 
Ausnahmefällen diese Differentialgleichung noch bestehen bleiben, wie nahe auch der Punkt xy an die aus- 
gescMossenen Stellen gerückt wird, oder die Ausnahmen dürfen in keinem noch so kleinen Flächentheile 
stattfinden. Ausserdem wird stets vorausgesetzt, dass eine Function der complexen Veränderlichen z keine 
durch Abänderung ihres Werthes in einzelnen Punkten oder Linien hebbare Unsteiigkeiten besitzt, wie z, B. 
wenn sie für alle Werthe von z den Werth 1, für z = aber den Werth hätte, oder wenn sie überall 
den Werth 0, längs der Strecke der reellen Achse von 1 bis 2 aber den Werth 3 hätte. Hingegen ist 
nicht ausgeschlossen, dass sie durch Annäherung der Yariabeln x, y an einzelne Punkte in verschiedenen 
Richtungen rerschiedene Werthe erhalte, wie e^^'*> an der Stelle z = 0. 

Das ebene Gebiet, in welchem die Function diesen Forderungen gerecht wird, braucht durch- 
aus nicht einfach zusammenhängend zu sein. In den Theilen des Gebietes, in welchen die Haupt- 
forderung, dass dw = w^dx + iw^dy ein vollständiges Differential sei, welche Forderung die der Endlich- 
keit und Stetigkeit von selbst in sich schliesst, erfüllt ist, wollen wir die Function regulär nennen, in 
andern Punkten irregulär. Die Forderung eines vollständigen Differentials ist etwas beschränkender 
als die gewöhnliche, dass die partielle Differentialgleichung idw:dx = dw:Sy erfüllt sein solle, und es 
können in der That dieser letzteren einige weniger beschränkende Bedingungen (Integrabilität der par- 
tiellen Differentialquotienten) hinzugefügt werden, durch welche der Begriff der Function einer com- 
plexen Veränderlichen noch hinreichend bestimmt wird. Da aber bei den hier folgenden Anwendungen 
ein Bedttrfniss für solche Erweiterungen sich nicht ergiebt, so ziehen wir es vor, lieber eine etwas 
grössere Beschränkung einzuführen, als durch die Erweiterung subtile Untersuchungen hereinzuziehen, 
die besser Specialstudien überlassen bleiben. 

Was es heisst, eine Function sei in einem Gebiete stetig, und dass ein Stetigkeitsgebiet in so 
kleine Theile von bestimmtem Flächeninhalt getheilt werden kann, dass die dem absoluten Betrage 
nach grösste Schwankung (Werthdifferenz) der stetigen Function in diesen Theilgebieten kleiner als 
eine beliebig kleine vorgegebene Zahl bleibt, setze ich als bekannt voraus. 

§ 4. Die Potenzreihen sind reguläre Functionen. Pole. Residuen. Die Function 
w{x,y) = x^ + y^ befriedigt die partielle Differentialgleichung der vorigen Paragraphen nicht, ist also 
keine Function der complexen Veränderlichen in unserm Sinne; setzt man hingegen 

n^i^^y) = i- ^ff(^^ + y^) + iartg{y:x)f 
so ist idw:dx = {ix + y):{x^ + y^) = 8w:Sy, {x,y^O), 

und da auch noch höhere Differentialquotienten existiren, woraus das Bestehen des vollständigen 
Differentials folgt, so ist diese Function eine Function der complexen Veränderlichen z, gleich lg z. Es 
ist aber zu beachten, dass, wenn man auch Igx^ + y^ reell nimmt, doch artg{y:x) nicht eindeutig ist. 
Beschränkt man aber x, y auf die Halbebene, in der x positiv ist, und nimmt dort den artg immer 
zwischen — -~ jr und + ~ :7r an, so ist die Function bis in jede beliebige Nähe des Punktes z = eine 
reguläre Function der complexen Veränderlichen z. Es wird diese Function später weiter untersucht 
werden. Die Funktion w{x,y)=^(x + yi — a)'' = (z — a)*, wenn n eine ganze positive oder negative 
Zahl ist, genügt in der ganzen z- Ebene den Anforderungen der Functionen einer complexen Veränder- 
lichen z, nur wenn n negativ ist, im Punkte Z'^a nicht selbst, wohl aber bis in jede beliebige Nähe 
desselben. Die Singularität, die diese Function für ein negatives n im Punkte a besitzt, ist die ein- 
fachste, die eine Function der complexen Veränderlichen annehmen kann. Ist eine Function w(x,y) = 
w(z) an der Stelle a so irregulär, dass für ein ganzes positives n g){z) = {z — aYw{z\ wenn für ze=a 
der Grenzwerth für g>{z) genommen wird, regulär ist, so sagen wir, die Function w{z) besitze an der 
Stelle z=^a einen n-facben Pol oder ein Unendlich nter Ordnung. 
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Ist eine Function in der Umgebung eines Punktes a durch eine Potenzreihe darstellbar, 

« W - (1^ + (^^ + • • + (^ +-<• + ^t(^-«) + ^»(*-«)* + ^»('-«)* + • •' 

80 ist in der Umgebung jenes Punktes w{z) eine Function der complexen Veränderlichen z, weil jedes 
Glied der Reihe der Forderung einer solchen Function genügt, und eine conyergente Potenzreihe glied- 
weise differenzirt werden darf. Sind die Zahlen A^i^ A-3, . . Ä^n Null, so ist die Function im Con- 
yergenzgebiete überall regulär; ist A-i^ nicht Null, so besitzt sie im Punkte a einen n fachen Pol, ein Un- 
endlich nter Ordnung. Die Zahlen ^, A.^^ A-3, . . werden bez. erstes, zweites, drittes, • . Residuum 
der Function fv{z) im Punkte oder Pole a genannt Ist der Pol nur einfach, so spricht man rem 
Residuum schlechthin. 

Die rationalen Functionen von z^ die transscendenten Functionen mz, cos z^ tgz, die Expo- 
nentialfunction sind überall und ihre Umkehrungen in Gebieten, in denen sie eindeutig definirt werden 
können, Functionen der complexen Veränderlichen z, 

§ 5. Der Differentialquotient der Functionen einer complexen Veränderlichen. 
Der Ausdruck 

dw(z) ^ fv{z + dz) — fv{z ) ^ w(x + dx,y + dy) — w (x,y) ^ ^,.^ . ^ ^,. . 
dz dz dx + idy ^ '^^ ^ ^' 

worin das Differentialzeichen d einen Grenzübergang andeutet, wird dann der Differentialquotient von 
w{z) genommen nach z schlechthin heissen können, wenn fv'(z) einen bestimmten Werth besitzt Zu- 
nächst ist ja nicht abzusehen, warum der Grenz werth, wenn er vorhanden ist, von dem Verhältniss 
dyidx unabhängig sein sollte. Dies ist aber wirklich der Fall. Da iv ein vollständiges Differential 
besitzen soll, so heisst das, dass man in der Gleichung 

ö fQr alle a, ß, welche die Bedingung befriedigen a^ + ß^'^\, und unabhängig von der Wahl dieser 
Grössen so klein nehmen könne, dass tj unter jeden beliebigen Grad von Kleinheit dem absoluten Be- 
trage nach herabsinkt^) Weiter ist 3«; : 8y = 1 8«; : 3a; — i w'(a:, y) und mithin w{x + a6^y + ßS) — 
w{Xfy) = w\xyy)(a + ßi)6 + rj6, und wenn man a6:=dx, ßö^^dy, fi(a + ßi) für r/ setzt, 

n>ix + dxy + dy) - fv'ix,y) ^ p^^^Jp^^^^^y)^^^,^ 

dx + tdy ^ '^^ " dx + tdy dz ^ '^^ ^ ^ 

£s ist also unter den gemachten Voraussetzungen der Grenz werth, der Differentialquotient da wo die 
Function tv regulär ist, in der That eine von dem Verhältniss dxidy von der Differentiations- 
richtung unabhängige Grösse, wir können von einem Differentialquotienten der Function w{z) reden 
und bezeichnen ihn mit fv^{z) oder dfv{z):dz. Er existirt bis in jede beliebige Nähe einer irregulären 
Stelle und ist auch eine Function von 2, ob aber in dem Sinne, in welchem wir eine Function der com- 
plexen Veränderlichen definirt haben, steht vorläufig noch dahin 

Ist u(x,y) der reelle, iv{x^y) der imaginäre Theil von w^ fv{x,y) -» u + t;t, so lässt sich die com- 
plexe Gleichung idwidx^=dw:dy in die beiden Gleichungen zwischen reellen Grössen auflösen: 

3_M_ 3t; ^__^ 
Bx~'^dy' By~ Bx^ 
und aus ihnen fliessen durch nochmalige Differentation nach x und y, wenn diese möglich ist, was, wie 
sich später zeigt, im Allgemeinen stattfindet, die Gleichungen 

dx^'^3y^~ ' Bx^'^By^" ' Bx^'^ By^ ' 
Der Umstand, dass diese selbe Differentialgleichung in der Lehre vom Potential, der Wärme- 
theorie und auch der Elasticität vorkommt, bewirkt, dass die Theorie der complexen Functionen für 



*) Vergl. meine Einleitung in die Theorie der bestimmten Integ^rale. Halle 1875. S. 31 
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die LöBttng von Aufgaben in diesen Gebieten wesentliche Dienste zu leisten im Stande ist Die Karto- 
graphie zieht ebenfalls Nutzen aus derselben, weil die winkeltreuen Karten für die besten gehalten 
werden und die Bedingung der Winkeltreue wieder auf obige Differentialgleichung führt Doch soll 
dies letztere sogleich näher besprochen werden. 

§ 6. Winkeltreue. So wie wir die complexen Zahlen z = x + yi in einer Ebene dargestellt 
haben, so wollen wir auch die zugehörigen Werthe einer Function w^^u + vi der complexen Verftnder- 
lichen z in einer Ebene, der n;- Ebene, darstellen. Einer continuirlichen Werthfolge der z, einer Cunre 
in der z- Ebene muss dann, so lange w regulär ist, wegen der Stetigkeit eine continuirliche Werthfolge 
der Wy eine Curve in der n;-Ebene entsprechen. Man muss dabei sogleich den Umstand berücksichtigen, 
dass einer knotenlosen Linie in der z-Ebene sehr wohl eine Linie mit Knoten- oder Doppelpunkten 
in der n^- Ebene entsprechen darf, weil w denselben Werth fQr verschiedene Werthe von z annehmen 
kann. Ist z. B. fv = z\ so bedecken die Werthe, welche n> annimmt, wenn z auf die Zahlen der Halb- 
ebene mit positiv reellem Theil beschränkt wird, die n^ -Ebene vollständig. Die Werthe, welche der 
andern Halbebene der z entsprechen, bedecken die ra^- Ebene zum zweiten Male. Zeichnet man daher 
in der z- Ebene eine knotenlose Linie, welche durch die Punkte + 1 und — 1 hindurch geht^ so ent- 
spricht ihr in der n^-Ebene eine Linie, die im Punkte n; = 1 einen Knoten hat; ist jene Linie in der 
z- Ebene der Einheitskreis, so entspricht ihr in der n;-Ebene der Einheitskreis doppelt, so dass ge- 
wissermassen jeder Punkt ein Doppelpunkt ist Indessen ist es nicht zweifelhaft, welchem Zweige in 
einem Knotenpunkt der ra^- Ebene ein bestimmter Werth von z zukommt, wenn, wie vorausgesetzt, w in 
dem betrachteten Gebiete *der z- Ebene eindeutig ist, und die folgenden Sätze erleiden in solchen 
Punkten keine Modification, wenn eben der richtige Zweig im Knoten gewählt wird. 

Das Gebiet, in dem z regulär ist, sei 7! Zieht man im Innern von T von einem Punkte z aus 
nach den benachbarten Punkten z + Si und Z + S2 gerade Linien, ^1,^2» und ist n'(z-HSi) = ^ + ^iy 
w(z + gj) = ;t^ + ii;2, so ist zunächst der Winkel, den die Geraden einschliessen, arc(£2:£i). Diesen 
Geraden entsprechen in der n^- Ebene Gurven, an welchen die Geraden 71 72 » ^"^^ bez. durch w^ fV'\'W\^ 
und n>yW'\'W^ gehen, Secanten sind. Nähern sich gi £2 ^^f Null so, dass z + gi, z + £2 ^u^ Q\ ffi bleiben, 
so ändern sich 71 72 stetig und gehen in die Tangenten an jene Curven über. Der Winkel, den zwei 
Gurven an einer Schnittstelle bilden, wird aber durch den Winkel der Tangenten gemessen, und dieser 
ist der Grenz werth von arc(n^2*^i)* Nun ist 

arc (^2 : wi ) = arc {{tv (z + £2) — «^ (^)) : («^ (^ + gi) — «^ W)) =» (xrc ((w' (z) g2 + ^2 S2) : (»' (z) g, + s^ g, )) , 
wo €i 62 mit abnehmenden gi g2 gegen Null convergiren. Wenn daher rv'{z) nicht Null ist, so ist 



arc 



?-=arc^^ + arc'^P^ = arc^ + arc(i + -K^-). 
^i Si n;\z) + 6i gt V fv'{z) + 6j 



Der letzte arcus ist um so weniger von Null verschieden, je mehr sich sein Argument der Eins nähert, 
und aus diesem Grunde ist lim arc{w2:fVi) = arc{^2:^i). 

Ist also w{z) = u + vi in einem Gebiete T der z-Ebene eine reguläre Function von z, so wird T 
durch graphische Darstellung des Werthes w auf der tv -Ebene so abgebildet, dass der Winkel, unter dem 
sich zwei Curven in T in einem Punkte z schneiden, derselbe ist als der, unter welchem sich die ent- 
sprechenden Curven treffen, wofern nur n/{z) im Schnittpunkte nicht NuU ist. 

Aus diesem Grunde wird die Abbildung am treffendsten eine winkeltreue genannt, obschon 
auch noch die Namen conforme oder in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung im Gebrauch 
sind. Da IV in r regulär angenommen wurde, so wird, wenn diese Voraussetzung fallen gelassen wird, 
die Winkeltreue nicht bloss in den Punkten w'iz) =^ aufgehoben sein können, sondern auch in allen 
singulären Punkten der Function w. Die gefundene Beziehung lässt noch erkennen, dass die Aehnlich- 
keit sehr kleiner Dreiecke, die aus der Gleichheit der Winkel von selbst folgt, eine directe ist ^ Das 
heisst, liegen im Original die Ecken m^m^m^ so, dass ein Umlauf um das Dreieck in der Richtung 
m^ m^m^ ein positiver ist, oder, was dasselbe ist, dass das Dreieck bei einem solchen Umlauf zur 
Linken liegt, und in jeder Ecke eine positive, der Bewegung des Zeigers einer Uhr entgegengesetzte 

Thomae» Thetafnnctlonen. 3. Aufl. 2 
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Drehung gemacht wird, bo haben die Ecken /ii (i^ fi^ des Bilddreiecks dieselbe Eigenschaft Die 
Eügenthttnüichkeit, dass einer positiven Drehung immer eine positive entspricht, kann bei Untersuchungen 
aber das Entsprechen von Gebieten oft mit Erfolg benutzt werden. 

Der Ausdruck (d)sn/(z) giebt die lineare, und also der Ausdruck w\x + yi).w\x — yi) die 
Flächenyergrösserung des Bildes gegen das Original an. Da die lineare Vergrösserung von der Richtung 
unabhängig und nur durch den Ort bedingt ist, so kann man sie die locale Vergrösserung nennen. 
Es ist nämlich 

c^s {w{z + Q — w (z)) = äbs g (w'(z) + ^) = oft* g . abs n;^{z) äb8{i +f]: tv^(z))\ 
ist fv^{z) von Null verschieden, und n;{z) regulär, so geht mit abnehmendem g die Grösse 9]:fv^(z) zur 
Grenze Null ttber, und wir erhalten 

lim abs{w(z + g) — fv(z)) : oft^g = abs w'(z), 
unabhängig von der Richtung der Linie z . , z + ^, 

§ 7. Die Substitution. Der Nachweis, dass eine Summe, ein Produkt und, wo der Nenner 
nicht verschwindet, der Quotient regulärer Functionen wieder eine reguläre Function ist, darf wegen 
seiner Leichtigkeit unterdrückt werden; der Fall einer Function einer Function aber soll näher unter- 
sucht werden. Ist w = u + vi eine Function der complezen Veränderl^phen z in einem Gebiete J, und 
lässt sich um den Punkt z s= zo in T herum eine Umgebung, ein Gebiet 21 bestimmen, in welchem w 
regulär ist und jeden Wei-th, den es annimmt, nur einmal annimmt, so dass das Bild von 7| in der 
n^-Ebene ein Gebiet Wi um den Punkt rv{zii) = w^ herum nur einfach bedeckt, und ist Z{iv)^^ X+Yi 
eine reguläre Function von n^ in ^i, so ist auch Z in T^ eine reguläre Function von z. Geometrisch 
besitzt der Satz eine besonders einfache Deutung. Bildet nämlich die Beziehung w^w{z) das Gebiet 
Ti winkeltreu auf W^ ab, und bildet die Beziehung Z^=^Z{fv) das Gebiet Wx winkeltreu auf ein Ge- 
biet 5i ab, so ist S^ auch eine winkeltreue Abbildung von 7i. 

Die Function rv besitzt überall in 7i einen Differentialquotienten, so dass w{z + K)=^w{z) + 
h{n/{z) + B) gesetzt werden darf, wo b mit der complexen Zahl h unabhängig vom arcus derselben ver- 
schwindet. Da aber auch Z in Wi einen Differentialquotienten nach tv besitzt, so ist Z{fv + w^) = 
Z{tv) + wxiZ'ifv) + ri\ wo 71 mit w^ verschwindet. Folglich ist, wenn tv^ -=■ h{n/{z) + s) gesetzt wird, 

lim ^^"^^^ ^ h)) — Z{w{z)) ^ dZ_ ii^^(z\w)-^fiYh = lim{^n/{z)Z\fv) + e^^ + ^w^' + ej?) = «;'(z)ZYii;); 

li az 

es besitzt also Z als Function von z einen von der Richtung unabhängigen Differentialquotienten, oder: 
eine reguläre Function einer complexen Veränderlichen, die eine reguläre Function einer andern com- 
plexen Veränderlichen ist, ist selbst eine Function der letzteren complexen Veränderlichen. Die Grebiets- 
beschränkungen, die dieser Satz fordert, sind im Obigen hinreichend gekennzeichnet. 

In vielen Fällen ist es nützlich, eine Function Z der complexen Veränderlichen w nicht direct 
zu untersuchen, sondern für w eine Substitution zu machen, w als Function einer neuen Veränder- 
lichen z anzusehen und durch sie auszudrücken. Es ist dann Z eine Function von z. Die einfachsten 
Substitutionen sind die linearen, und wie in der Geometrie, so beanspruchen sie auch in der Analysis 
eine besondere Beachtung. 

§8. Die lineare Substitution. Ersetzt man in irgend einer Untersuchung, die complexe 
Zahlen z betrifft, diese durch Zahlen z\ die mit ihr durch die Gleichung verbunden sind: 

z = {az''^b):{czf+d), z' = {—dz + b):{cz—a), czz'—az'+dz — b = 0, 
so nennt man diesen Process eine lineare Substitution. Ersetzt man wieder zf durch {a^z^^+b^: 
{&z'' + df), so fliesst daraus z = {a"z'' +V'y.\c''z'' + d'')^ worin a''---aa'+bcf, V'==^ab* + bdfy c" — 
caf + d&j d" a= cV + ddf ist, und es besteht also zwischen z und z'* wieder eine lineare Beziehung, welche 
eine lineare Substitution constituirt, die man die zusammengesetzte der beiden gegebenen nennt Die 
Grösse ad — bc wird die Determinante der Substitution genannt. Da also immer wieder eine lineare 
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Substitution erbalten wird, wenn man beliebig viele solcher Substitutionen zusammensetzt, so sagt man: 
die linearen Substitutionen bilden eine Gruppe. Sind äbcdy afVcfäf^ , . . reell^ so sind auch die 
zusammengesetzten Substitutionen reell, die reellen Substitutionen bilden also auch Ar sich eine 
Gruppe.*) Jede lineare Substitution aber kann aus drei speciellen, den Grundsubstitutionen 

z — £ — <?, z = /.g, z=l:g 
zusammengesetzt werden, und es wird demnach eine Untersuchung dieser spedellen Substitutionen ein 
genügendes Licht ttber die allgemeinen Substitutionen verbreiten. Setzt man nämlich 

ag + b^ g(cg + d) — (grf — bc) a ad — bc 

^~'cÖ+d~ c(cg + d) ~c c{c^ + dj' 

so ergiebt sich, dass man zu dieser Substitution gelangen kann durch Zusammensetzung der Sub- 
stitutionen , , a , ad — bc ,, ,. 1 yyy ,. . ^ 

Sind zi zs ^3 ^\ ^i^i* verschiedene Zahlen oder Punkte, denen vermöge der Beziehung z ^^ (ag + V) 
: (og + d) die vier Zahlen oder Punkte gi gs Ss ^4 entsprechen, und nennt man den Ausdruck 

(^ ^ ^ ^ \_ ^ 2—^1 M — ^1 

V^l> *2, ^3> ^\) = — • - -- 

• Z3 Z% Z% — Z4 

das Doppelverh&ltniss dieser vier Zahlen oder vier Punkte, so ändert dasselbe, wie unmittelbar ersichtlich, 
seinen Werth nicht, wenn man die Zahlen Z| z^ z^ z^ durch gi ^2 gs £4 ersetzt, wenn g zunächst mit z 
durch eine der drei Grundsubstitutionen verbunden wird, und mithin auch nicht, wenn g mit z durch die 
allgemeinste Beziehung verknüpft ist; es ist also 

(Zt, Z2> 2:3, Z4) = (gl, g2, gs, g4) 

der linearen Substitution gegenüber eine Invariante. 

Die einfachste geometrische Deutung besitzt die Substitution z^^^ — e. Denkt man sich die 
g- Ebene so auf die z- Ebene gelegt, dass die Goordinatenkreuze zusammenfallen, und ist e = 7 + öi^ 
so entspricht einem Punkte x, y der z-Ebene ein Punkt der g-Ebene mit den Goordinaten x — 7, y — d, 
also ein Punkt, der aus der Ursprungslage in die neue durch zwei den Coordinatenaxen parallele Ver- 
schiebungen gebracht werden kann. Jeder Figur in der z-Ebene entspricht eine Figur in der g-Ebene, 
die durch eine parallele, für alle Theile der Figur gleiche Verschiebung aus der Ursprungslage erhalten 
wird, die ihr also vollkommen congruent ist, und in der zugleich entsprechende Richtungen gleich 
sind. Rechnet man hier (was noch weiter motivirt wird) die geraden Linien zu den Kreisen, so ent- 
spricht jedem Kreise ein Kreis. 

Fast eben so einfach ist die Deutung der Substitution z = f.^, wo f ^=^ X{cos n + i sin 11) sein 
mag. Legen wir, wie vorhin, die g-Ebene auf die z-Ebene, so wird der Radiusvector eines Punktes 
der g-Ebene erhalten, wenn man den Radiusvector des entsprechenden Punktes der z-Ebene mit absf 
= X dividirt. Der Winkel aber, den a mit der Achse des Reellen bildet, wird erhalten, wenn man den 
entsprechenden der z-Ebene um den zu arcf^=^n gehörenden Winkel t vermehrt Bild und Original sind 
einander ähnlich, zwar nicht ähnlich gelegen, sondern, wenn man das Original erst mit dem Coordi- 
natenanfang als Aehnlichkeitspunkt und dem Vergrösserungsfactor 1 : X ähnlich und ähnlich liegend 
abbildet, so gelegen, dass noch eine Drehung um den Aehnlichkeitspunkt um den Winkel t nöthig ist, 
um die Lage der Bildfigur zu erhalten. Auch hier entspricht ein Kreis einem Kreise. 

Eine etwas complicirtere geometrische Deutung findet die Substitution z = 1 : g, sie führt auf 
die sogenannte Abbildung durch reciproke Radii vectores oder die geometrische Kreisver- 
wandtschaft. Man lege wieder die z- und g-Ebene mit den Coordinatenkreuzen auf einander. Durch- 
läuft z den Einheitskreis, so durchläuft ihn auch g in entgegengesetzter Richtung; die Punkte ± 1 ent- 
sprechen sich selbst und heissen deshalb Doppelpunkte. Alle Punkte z ausserhalb dieses Kreises werden 
auf Punkte g innerhalb desselben Kreises abgebildet, und einer Geraden durch den Coordinatenanfang 

*} Hier kann nnr Weniges über diesen Gegenstand vorgebracbt werden, man lese deshalb die interessanten 
Untersnchnngen von Poincar6 in den Acta mathem. Bd. I p. 7 nach. 

2* 
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entspricht eine auch durch den Coordinatenanfang gehende Gerade, die zur ersten in Bezug auf die 
Achse des Beeilen symmetrisch liegt Eine andere Gerade der z- Ebene habe die Gleichung xcosa + 
ysina—p = 0. Die entsprechende Gurve der g-Ebene erhält man durch die Substitutionen x = §:(P + 7]^\ 
y = — ^ : (g2 -|- ^2)^ so dass sich ergiebt: p (g* + 7i^) — ^cosa + 7i sin a = 0. Dies ist ein Kreis durch den 
Coordinatenanfang, dessen Mittelpunkt die Goordinaten hat cosaip^ — sinaipf und dessen Durchmesser 
der reciproke Werth Ton p, der Entfernung des Punktes Null von der Geraden ist Zwei gerade Linien 
der z-Ebene schneiden sich unter demselben Winkel als die entsprechenden Kreise der g-Ebene. Die 
Halbebene, welche auf der den Coordinatenanfang enthaltenden Seite der Geraden g liegt, entspricht 
dem Aeusseren des Bildkreises, die andere Seite dem Innern. Ein Kreis der z-Ebene habe die Gleichung 
x^ + y^ — 2xqx — ^yoy + p = 0, so hat die entsprechende Gurve der g-Ebene die Gleichung (|2 + jjt)p — 
2a;og + 2^0^ + 1 = 0. Ist ^ = 0, so ist dies eine Gerade, ist p nicht Null, ein Kreis. Also einem Kreise 
durch den Coordinatenanfang entspricht eine Gerade, einem andern Kreise ein Kreis. Bechnen wir die 
Geraden zu den Kreisen, so haben wir auch hier wieder den Satz, dass einem Kreise ein Kreis 
entspricht 

Die Figur des Kreises ist demnach auch der allgemeinen linearen Substitution z = (ag + b) : (cg + d) 
gegenüber eine Invariante. 

Man löst leicht die Aufgabe: Eine durch eine gerade Linie begrenzte Halbebene auf das Innere 
eines beliebigen Kreises conform so abzubilden, dass dem Mittelpunkte des Kreises ein beliebiger (nicht 
auf der Begrenzung liegender) Punkt der Halbebene entspricht 

Sind nämlich a^b^c complexe Zahlen und setzt man z = c{C, — b) 
: (g — a) und lässt g diejenige Gerade g durchlaufen, welche auf der ^ 

Geraden ab senkrecht steht und sie halbirt, so ist 

abs{^-b):{^-a) = l, 
weil die Strecke ag der absolute Betrag des Zählers und gfr der des 

Nenners ist, also ist 

absz = absc. abs{^ — *) •(£ — ^) == absCj 
mithin durchläuft z einen um den Anfang der Goordinaten mit dem 
Badius absc geschlagenen Kreis. Dem Punkte g«»ft entspricht der 
Mittelpunkt (z = 0) und den mit b auf derselben Seite der Geraden g 
gelegenen Punkten entsprechen die Punkte im Innern des Kreises. Durchläuft g die Gerade g^ ohne 
umzukehren, so durchläuft z die Kreislinie, ohne umzukehren. 

Die Aufgaben, die unendliche Fläche eines Winkels oder eines Parallelstreifens winkeltreu auf 
die Fläche eines Kreisbogenzweiecks abzubilden, bieten der Lösung keine Schwierigkeiten. Man darf 
sich nicht irre machen lassen durch den Umstand, dass eider Drehung um den Coordinatenanfang im 
Bilde eine entgegengesetzte Drehung entspricht, und darf deswegen nicht glauben, die Aehnlichkeit in 
den kleinsten Theilen sei eine indirekte. Man muss beachten, dass dem Coordinatenanfang im Bilde 
das Unendliche entspricht, und erkennt dann leicht, dass einer positiven Drehung um einen beliebigen 
Punkt eine positive Drehung um den entsprechenden Bildpunkt entspricht 

Liegen vier Punkte auf einem Kreise, so ist ihr Doppelverhältniss reell. Denn nimmt man 
einen Punkt e dieses Kreises zum Abbildungspol, ich meine, setzt man ^'^{az + b):c{z — a), so 
bildet sich dieser Kreis auf eine Gerade ab, und es lässt sich dann a : c noch so wählen, dass diese durch 
den Coordinatenanfang geht Die den vier Zahlen zi z^ z^ z^ entsprechenden haben dann alle denselben 
arcus, und das Doppelverhältniss derselben, das ja dem von z^ z^ z^ z^ gleich ist, hat einen reellen Werth. 
Der Satz ist umkehrbar. 

Die Abbildung durch die Substitution z = 1 : g lässt nun die folgende geometrische Deutung 
zu. Legen wir durch den Aequator einer Kugel eine Ebene, deren obere dem Nordpol zugewandte 
Seite Träger der Zahlen z = x + yi ist Die positive y-Achse wird, vom Nordpol aus gesehen, 
durch eine positive (der Bewegung eines Uhrzeigers entgegengesetzte) Drehung aus der positiven x- Achse 
auf ktlrzestem Wege erhalten. Die untere Seite sei Träger der Zahlen g, sie wird vom Sttdpol au» 
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betrachtet. Die reelle Achse der g-Ebene fällt der Lage und dem Sinne nach mit der reellen Achse 
der z-Ebene zusammen, die Achse des Imaginären aber nur der Lage nach. Ihr positiver Theil in der 
g-Ebene fällt auf den negativen der z-Ebene, damit auch sie durch positive Drehung (vom Südpol ge- 
sehen) aus der reellen Achse erhalten werde. Projicirt man nun vom Nordpol aus den Punkt z der 
Z-Ebene auf die Kugel, so erhält man einen Punkt, dessen geographische Länge / und Polhöhe p durch 
die Gleichungen bestimmt sind 

und projicirt man wieder diesen Punkt vom Südpol aus in die g-Ebene, so wird die Beziehung zwischen 
z und g genau durch die Gleichung z — 1 : g vermittelt 

§ 9. Das Unendliche. Der Begriff des Unendlichen ist im Grunde immer als ein Process, 
als die Forderung eines Grenzüberganges aufzufassen. Aber die Geometrie sowohl als auch die Ana- 
lysis hat das Bedürfhiss, dafür ein Symbol zu besitzen, durch dessen Anwendung man davon entbunden 
wird, allgemein giltigen Sätzen immer einen besonderen Fall anzufügen, welcher jenem Grenzübergang 
entspricht. Es ist bekannt, dass man in der Geometrie durch lineare Substitution, durch Gollineation 
das Unendliche auf die Punkte einer Geraden beziehen kann, und dass man deshalb mit ausgezeich- 
netem Erfolg den Sprachgebrauch eingeführt hat, die unendlich fernen Punkte einer Ebene 
liegen in einer Geraden, der unendlich fernen Geraden. Sucht man fttr die complexen Zahlen 
ebenfalls einen Ausgangspunkt fttr die Terminologie in den linearen Substitutionen, so gelangt man in 
der Analysis zu einer andern Vorstellung als in der Geometrie. Setzt man z = 1 : (g — e), g = (1 + ^z) : z, 
so mag nun z in einer Richtung oder mit einem Verhältniss von x : y über alle Grenzen wachsen, wie 
es immer will, es nähert sich g dem einen Punkte, der einen Zahl e. Hierauf beruht der Sprach- 
gebrauch, dass man in der Zahlenebene nur von einem unendlich fernen Punkte spricht, dass man die 
Ebene, wie man sich auch ausdrückt, in der Functionentheorie als eine unendlich grosse Kugel, 
also als eine geschlossene Fläche ansieht. In einer solchen Fläche ist auch jede Gerade als ein Kreis 
anzusehen, mit unendlich grossem Radius, wie wir im vorigen Paragraph schon festsetzten. Versteht 
man unter einem positiven Umgang um einen Punkt einen solchen Umlauf um die Begrenzung eines 
den Punkt enthaltenden Gebietes, bei dem das Gebiet zur Linken bleibt, so bildet ein positiver Umgang 
um den unendlich fernen Punkt einen negativen um Jeden im Endlichen liegenden Punkt. 

Eine Function von z heisst im unendlich fernen Punkte der z-Ebene regulär, wenn sie durch 
die Substitution z = 1 : g — e in eine reguläre Function der Variabein g im Punkte e übergeht, und lässt 
sie sich durch eine Potenzreihe der Form darstellen 

A^n{z — ay + ^-« + i(z-a)-i + ..A^,{z — a) + ^o + £_- + ^^ZI^2 + ••» 

so mögen die Wahlen A^^ A-^^ A-Z) • • die Residuen der Function im Punkte Unendlich heissen, und 
wenn A^n uicht Null ist, so mag die Function im Unendlichen einen n- fachen Pol besitzen. Sind die 
Residuen Null, so ist die Function im Unendlichen regulär. 

Unter der Annahme, dass dem Process, über alle Grenzen zu wachsen, nur ein Symbol zu- 
gewiesen werde, welches nur einer Zahl äquivalent ist, lassen sich die Punkte einer Ebene und die 
Zahlen z nicht völlig ein-eindeutig auf einander beziehen, denn der linearen Mannigfaltigkeit der un- 
endlich fernen Punkte der Ebene entspricht nur eine Zahl; wohl aber ist dieses mit den Punkten einer 
Kugel möglich. Eine Fläche, auf welche sich die Zahlen ein-eindeutig beziehen lassen sollen, musa 
demnach unbegrenzt, geschlossen sein und muss, wie die Kugel, einfach zusammenhängend sein. 

§ 10. Das Integral Die Bekanntschaft mit dem genauen Begriff des gewöhnlichen Integrales 
und des Doppelintegrales, in welchem die Veränderlichen reell sind, muss hier unerlässlich voraus- 
gesetzt werden. Es werde nur an die bekannten Sätze der Integralrechnung erinnert, dass das Integral 
zwischen zwei bestimmten Grenzen nicht bloss dann ausgeführt werden kann und einen endlichen Werth 
liefert, wenn der Integrand endlich und stetig ist, sondern auch dann noch, wenn der Integrand zwischen 
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diesen Grenzen an einzelnen Stellen unstetig oder wenn er unendlich wird, wofern nur die Ordnung 
des Unendlichwerdens um ein Angebbares niedriger als die erste ist Bis ins Unendliche darf aber 
das Integral erstreckt werden, wenn mit der wachsenden Veränderlichen die Funktion unendlich klein 
in einer Ordnung wird, die die erste um ein Angebbares übersteigt, also z. B. wie x'^^, ^~^~^ wo s einen 
positiven reellen Theil besitzt Das Doppelintegral aber darf tlber Gebiete erstreckt werden nicht bloss 
dann, wenn die Function in ihnen überall stetig ist, sondern sie darf auch in einzelnen Punkten, selbst 
in einzelnen Linien unstetig werden. Wird aber der Integrand in einzelnen Punkten unendlich gross, 
80 ist die Integration unbedenklich, wenn die Ordnung des Unendlichwerdens, gemessen durch die Ent- 
fernung von dem betreffenden Punkte, um ein Angebbares niedriger ist, als die zweite. Damit ist 
nicht ausgeschlossen, dass sich die Function bei Annäherung der Veränderlichen an eine Unstetigkeits- 
stelle in verschiedener Richtung verschieden verhält, wenn sie eben nur noch multiplicirt mit einer 
Potenz der Entfernung r von dem Punkte, die um ein bestimmtes kleiner als zwei ist, bei jeder An- 
nährungsrichtung verschwindet Ueber ein unendlich grosses Gebiet darf das Integral erstreckt werden, 
wenn der Integrand im Unendlichen in einer durch eine positive Zahl messbaren Ordnung verschwindet 

Die eben angegebenen Integrationsbedingungen sind zwar hinreichende, aber nicht durchaus 
nothwendige, sondern es darf von ihnen Erhebliches nachgelassen werden. (Vergl. z. B. meine .Ein- 
leitung in die Theorie der bestimmten Integrale. Halle 1875. S. 24.*^) Allein fUr die Anwendungen, die 
hier von diesen Sätzen gemächt werden, liegt ein Bedürfhiss, subtilere Fälle in Betracht zu ziehen, 
nicht vor. Eine Function, die den angegebenen Bedingungen genügt, soll eine integrabele Function heissen. 

Enthält ein Gebiet einen Punkt, insbesondere einen singulären Punkt, einen Pol, oder auch 
eine singulare Linie im Innern, nicht am Bande, aber ausser der bezeichneten singulären Stelle keine 
andere Singularität weder im Innern noch am Bande, so pflegt man dies Gebiet eine Umgebung dieser 
Stelle zu nennen. Es macht sich aber häufig auch noch die Bezeichnung des Randes einer solchen 
Umgebung nöthig. Wir kommen überein, die Begrenzung der Umgebung eines Punktes oder einer 
Linie eine Berandung dieser Stelle zu nennen. 

§ 11. Das Integral mit einer complexen Veränderlichen. Ist eine complexe Function 
zu integriren, so heisst das weiter nichts, als dass sowohl ihr reeller als auch der mit t multiplicirte 
Theil für sich zu integriren sind, und dass aus den Integralen die complexe Summe zu bilden ist Dies 
giebt keinen wesentlichen Unterschied von einem gewöhnlichen Integrale. Anders verhält es sich, wenn 
der Veränderlichen selbst complexe Werthe oder, wie man sagt, Wege vorgeschrieben werden. 

Ist tv{z) in einem Gebiete r eine integrabele Function, und ziehen wir zwischen den Punkten 
zq z* dieses Gebietes eine in T verlaufende Curve /, die nur der Bedingung unterworfen sein soll, dass 
sie, ausgenommen in einzelnen Punkten, die Ecken sein können, eine Richtung besitzt und dieselbe 
stetig ändert, und bezeichnen wir die Länge dieser Curve von zq an bis zu einem beliebigen Punkte z 
auf ihr mit ^, ihre Richtung an jener Stelle mit ^, so dass der reelle und imaginäre Theil von z sowie 
auch i Functionen von s sind, weshalb wir fv{x{s)-\'iy{s)) mit w{{s)) kurz bezeichnen wollen, so de- 
finiren wir das über die Curve / erstreckte Integral durch ein gewöhnliches Integral mittels der 

Gleichung p /»*',, 

J tv{z)dz = J fv{{s)) (cos t + isin t) ds. 

Wird die Linie / durch die Punkte zq z^ z^ . . Zn—i z* in viele Theile getheilt, und ist z'^ ein Punkt 
zwischen z^ und z^^i die Grenzen eingeschlossen, so ist ersichtlich, dass dieses Integral den Grenz- 
werth der Summe bedeutet, 

wenn die benachbarten Punkte der Reihe zo Zx z^.. Zn-\ z' unendlich nahe an einander rücken, und es 
machen sich bei dieser Definition durch den Grenzwerth einer Summe nur dann die bekannten Di- 
richlet'schen Modificationen nöthig, wenn rv{z) oder t auf/ unstetig oder unendlich wird, oder wenn / 
sich ins Unendliche erstreckt Da zur völligen Bestimmung des Integrales nicht bloss die Linie / gegeben 
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sein muBSy sondern auch noch anzugeben ist, welches der Anfangs- und welches der Endpunkt sei, so 
schreibt man einem Integrale einen Sinn oder eine Richtung in der Curve Yom Anfangs- zum End- 
punkte zu. Verkehrt man den Sinn oder die Richtung, so geht 2^+1 — z^ in z^ — ^^+1 ^^^\ ^^ be- 
darf daher der Satz nicht erst eines Beweises. 

Das Integral Jw{z)dz über eine Linie in einer Richtung erstreckt ist das Negative desselben In- 
tegrals Ober dieselbe Linie in entgegengesetzter Richtung erstreckt. 

Es ist nicht nöthig, gerade die Länge s als die reelle Integrationsveränderliche einzuführen^ 

sondern man wählt dafür mit Vortheil oft eine ihr proportionale Grösse oder eine andere Function 

Ton s. Betrachten wir z. B. die besonders häufig vorkommenden Integrationswege der geraden Linie 

und des Kreises, so ist im ersten Falle z =^ xq + {a/ — xq)X + i{yo + (j/' — yo)^)} und also das geradlinige 

Integral p /.*' /^ 

J iv{z)dz «= J fv{z)dz = {zf—z^J w(zo + X{z' — z^ dXy 

(0 «0 

und es ist X der Länge s proportional. — Ist der Integrationsweg ein Stück des Kreises, welcher mit 
dem Radius k um den Punkt a geschlagen ist, so ist t wieder s proportional, wenn man z =^ a + re^ 

setzt, und /^\ ^ t^ , ^ .. 

/^ W^^ = rijfvia + re^)e^*dt. 

. Zo to * 

Die Schätzung des Werthes eines Integrales durch die Gleichung 

Jw {z)dz ^labs w{z) 

(0 

bedarf nach der gegebenen Definition nicht eines besondern Nachweises der Richtigkeit 

§ 12. Satz von Cauchy. Das Integral Jw(z)dz einer Function w(z), welche im Innern*) 
und am Rande eines ebenen Stückes S integrabel ist, Über die ganze Begrenzung dieses Stückes erstreckt, 
hat den Werth Null. 

Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Function w(z) besitze im Innern von S nur einen 
Punkt u, für welchen sie so unendlich oder unstetig wird, wie es dem Charakter einer integrabelen 
Function einer Veränderlichen gemäss ist, oder, um etwas allgemeiner zu sein, welche im Punkte u so 
unendlich wird, dass w{z){z — u) in ihm verschwindet, und nur eine Linie /, längs welcher sie zwar 
stetig ist, aber der Differentialgleichung für complexe Functionen nicht genügt, oder längs welcher die 
Differentialquotienten unstetige Functionen sind. Wir scheiden dann aus dem Stück S mittels einer Be- 
randung dieser Stellen sehr kleine Flächenstücke aus und rechnen die äusseren Ufer der beiden Be- 
randungen der Begrenzung s des übrigbleibenden Stückes ^S^ mit der Gesammtbezeichnung s* hinzu. Setzen 
wir hierauf Ä = — «w(^), y= nf(z)j so ist in y überall die Differentialgleichung erfüllt 

und demnach ist auch das über alle Elemente dx . dy des Stttckes S' (im ganz gewöhnlichen Sinne 
eines Flächenintegrals) erstreckte Doppelintegral 



//(g-'^-*=»- 



Um das Integral / / -^dxdy zu transformiren, zerlegen wir das Flächenstück S' durch ein 
System der x-Achse paralleler Linien in Elementarstreifen von der Breite dy. Der Beitrag eines un- 
bestimmten dieser Flächenstreifen zu dem Werthe von / I w-^^V ^^^^ ^^^^ offenbar dy I ^dx^ 

*) Dem InnerQ wird hier immer nicht blos das Aenssere, sondern auch der Band entgegengesetzt. Der hier 
gegebene Beweis des Cauchy 'sehen Satzes rührt von Riemann her. 
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wenn die Integration fiber eine der ^- Achse parallele 
Gerade erstreckt wird, welche dem Flächenstreifen 
angehört. Tritt nan (in der Richtung der wachsen- 
den x) diese Linie bei 0^ in die Fläche S' ein, bei 
0' aus derselben heraus (in unserer Figur in das 
nm / ausgeschiedene Stück ein), bei 0^^ wieder 
ein, bei 0" aus u. s. w. bei 0„„ 0''', . . ., und sind 
die Werthe von X dort bez, 2^, Ä', X,„ ^", 2;,,, 
A"", ..., und bezeichnen wir mit ds,j ds', ds,,^ 
ds'^ etc. die Stücke der Begrenzung s^, welche 
der betrachtete Elementarstreifen aus ihr heraus- 
schneidet, und die Winkel, welche diese mit der a:-Achse bilden, mit t,, t', t„y ^", . . ., wobei s" immer 
in derjenigen, die positive genannten, Richtung zu nehmen ist, bei der das begrenzte Stück S^ zur 
Linken bleibt, so liegen offenbar diese Winkel im dritten und vierten Quadranten bei 0^, 0,,^ 
ersten und zweiten bei 0', 0", 0"', . . ., so dass 




0*"' 



'///> 



•; 



im 



tf y — — sin t, ds, = — sin t„ ds„ = — sin t,„ ds,„ = ...^svn ifds' — sin f'ds"' = sin f^ds"' = . . . 



ist Femer ist 



und also 



/ 



'dX 
dx 



dx 



•«^"r-A T-A -f"... — Jl^ — Jiff — Jy// ■"— • . • 

V 



y^*^ = 



XsinidSj 



worin sich die Summation auf alle Begrenzungselemente bezieht, welche von dem betrachteten Elementar- 
streifen aus s* ausgeschnitten werden. Durch die Integration über sämmtliche Elementarstreifen wird 

das Integral / I -^dxdy erhalten, und die rechte Seite der erlangten Gleichung verwandelt sich 

in J^ÄsintdSy worin die Integration über die ganze Begrenzungslinie ^ positiv zu erstrecken ist 
Durch ganz ähnliche Schlüsse findet man 



nun 



und folglich 



//( 



// 



BT 
dy 



dxdy = — JYcos t dsy 



dX 

dx 



+ ~^dxdy = --/(Fcos t — Xsin t) ds = 0. 



Und demnach endlich 

Jiycost — Xsint)ds ^^ Jw{z){cos t + isint) ds s^J'w{z)dz — 0, 
worin die Integration positiv über ^ ^, also über die ganze Begrenzung s von 5, und in entgegengesetzter 
Richtung, also negativ, über die Berandungen von u und / zu erstrecken ist 

Ueber die Gestalt der Berandungen von u und / sind keine Bestimmungen getroffen. Der Werth 
des Integrals yW (2) £{z, genommen über die ganze Begrenzung s von 5, welcher nach dem eben Be- 
wiesenen gleich ist der Summe der Integrale über die Berandungen von u und / in derselben Richtung 
genommen, ändert sich nicht, wie wir auch diese Berandungen gestalten mögen. 

Um das Integral über die Berandung von u auszuwerthen, wählen wir für dieselbe einen Kreis, 
dessen Radius r beliebig klein genommen werden kann. Setzen wir z — u ■» r . ^, so ist das Integral 

Jw{z)dz = %jr.m{u + re^e^dty 



verschwindend klein, weil r beliebig klein genommen werden kann, und voraussetzungsmässig r.fv{u+ r^*) 
mit r verschwindet Also ist das Integral über die Berandung von u kleiner als jede noch so kleine 
vorgegebene Grösse, also Null. 

Ebenso ist das Integral über die Berandung der Linie / Null, weil diese Begrenzung beliebig 
nahe an die beiden Ufer von / gebracht werden kann, so dass die Integration über Linien, die den 
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beiden Ufern von / parallel sind, in entgegengesetzter Richtung zu erstrecken ist. Es liefern aber die 
beiden gegenüberliegenden parallelen Begrenzungsstttcke einen Beitrag Ton beliebiger Kleinheit, weil 
Yoraussetzungsmässig w{z) längs / stetig ist*), mithin fv{z) in gegenüberliegenden Punkten nur wenig 
verschieden, die Elemente dz aber von entgegengesetztem Zeichen sind. Also ist das Integral über die 
Begrenzung von S kleiner als jede noch so kleine vorgegebene Grösse, mithin Null, w. z. b. w. 

Wenn ein Theil einer Linie / oder ein Punkt u auf die Begrenzung s von S selbst fällt, so sind 
nur geringe Modificationen des Beweises nöthig, es muss aber dann die Beschränkung gemacht werden, 
dass das Integral über diese Begrenzung ausführbar ist, was z. B. nicht der Fall ist, wenn die Function 
für z=^u wie 1 : (z — %L)lg dbs {z — u) unendlich wird, obschon im Innern ein solches Unendlich werden 
vorkommen dürfta 

Es ist nicht wesentlich, dass, wie dies in der Zeichnung statthat, S einfach zusammenhängend 
sei, und mithin s aus einem Stücke bestehe. Wesentlich ist, dass das Integral über die ganze Be- 
grenzung zu nehmen ist, und dass das begrenzte Stück S bei der Integration Über die etwaigen einzelnen 
Stücke von s immer zu derselben Seite der Integrationsrichtung liegt, und dass w auf s integrabel ist. 

§ 13. Unendliche Ebenenstücke. Der Cauchy'sche Satz behält auch für solche Ebenen- 
stücke S seine Giltigkeit, welche den unendlich fernen Punkt enthalten, wenn man eine Zahl M angeben 
kann, über welche der absolute Betrag von z nicht hinauszugehen braucht, damit (ibs\w{z),z'\ kleiner 
als eine noch so kleine vorgegebene Zahl a werde, was auch der arcus der Zahl z sei. Die Zahl M 
wird im Allgemeinen zunehmen, wenn 6 abnimmt, aber es ist nöthig, dass zu jedem bestimmten c 
ein bestimmtes M existirt. 

In der That, die Begrenzung des Stückes S, welches den unendlich fernen Punkt im Innern 

enthält, sei f, so kann man einen Kreis k um den Anfangspunkt der Goordinaten mit einem so grossen 

Radius R schlagen, dass er die Begrenzung s ganz umschliesst, dass er also ganz im Innern von S liegt. 

Dann ist nach dem bewiesenen Cauchy 'sehen Satze das über die Begrenzung s erstreckte Integral 

/'n^(2)dfz gleich dem in derselben Richtung über A: erstreckten Integrale /*ir(z)(fz, also gleich 

iJw{Re*^R^dt, 



weil s und der Kreis k die ganze Begrenzung eines Ebenenstückes S ausmachen, in dessen Innerem 
fv{z) den Bedingungen des Cauchy'schen Satzes genügt. Da nun aber der absolute Betrag von rv{Ref^R 
also auch von rv {Re*^ R e^ kleiner als ö gemacht werden kann für ein hinlänglich grosses R (welches 

für alle t dasselbe bleibt), so ist äbsfw{T)dz <födt = 2jtö. Da i\ÄO rw{z)dz < 2;r(j, d. h. kleiner 

(*) "o T*) 

als jede noch so kleine vorgegebene Grösse ist, so ist /»^(z)efz»BO; w. z. b. w. 

(*) 



*) Damit das Integral /n^(z)^z über die Berandang a von / erstreckt seinem absolaten Betrage nach jeden 
beliebigen Grad von Kleinheit erreichen kann (während gleichzeitig für die Begrenzung a noch die Differentialgleichung 

t ^ = ^ besteht, was zur Anwendbarkeit des Canchy'schen Satzes nothwendig iBt), ist erforderlich, dass eine kleine 

Strecke 6 angegeben werden kann, unter welche die Entfernung der Berandung von der Linie / nicht herabzusinken 
braucht (einzelne Punkte etwa ausgenommen), damit die Differenzen der Werthe der Function w für die Punkte auf a 
und der Werthe fUr die nfichstliegenden Punkte auf / ihrem absoluten Betrage nach überall kleiner als eine bestimmte 
beliebig kleine vorgegebene Zahl c werden. Dies ist aber bei dem Begriffe der Stetigkeit, wie er in neuerer Zeit streng 
definirt wird, von selbst erfüllt In der Annahme der Möglichkeit, eine Umgebung von / durch parallele Berandung 
beliebig klein zu machen, liegt eine gewisse Beschränkung der Linie /. 

Die Annahme, dass ö^i ö^ ^^^ ^^^ Stücke S' stetig sein sollen, kann durch die weniger beschränkende er- 
setzt werden, dass diese Functionen die doppelte Integration yy?- rfa: «fy, Sj'üü^^^y ^^ eindeutigem Sinne zu- 
lassen. Dies wUrde in der That eine weit geringere Beschränkung sein, weil es Functionen giebt, die in jedem noch 
so kleinen Flächengebiete unendlich oft unstetig sind und doch die Integration zulassen. Wir sehen jedoch von solchen 
Fällen ans schon mitgetheilten Gründen ab. 

Thomfte, ThaUfonctlonen. S. Aufl. 3 
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Liegt der unendlich ferne Punkt auf der Begrenzung selbst, so muss die Integrabilität der 
Function w{z) bis an diese Stelle vorausgesetzt werden. 

Befinden sich in dem Stücke S Pole, und ist in einem derselben, etwa in o, die Function w{z) 
in der Form darstellbar , . A^n . -^— h-i , . A^i . -/ x 

^ ^ (z — a)* (z — a)"-^ z — a • ' ^ -" 

wo f{z) in der Umgebung des Punktes a den Gauchy'schen Bedingungen genügt, so ist das Integral 
über eine Berandung des Poles, etwa über einen Kreis um a mit dem Radius r, 

I fv[z)dz = i^ I ^<»-i)«d/ + ,,, + ii^ I er^dt + iA^i / di + / f{z)dz 

gleich 2ijr^-_i, und der Cauchy'sche Satz bleibt in Giliigkeit, wenn in den in S enthaltenen Polen jedes- 
mal das erste Residuum Null ist. Ist der Pol der unendlich ferne Punkt, so muss das erste Residuum der 
Function z^(w)z in ihm verschwinden, wenn der Caucht/sche Satz bestehen bleiben soll. 

Wenn im Folgenden von Functionen geredet wird, die den Bedingungen des Cauchy'schen Satzes, 
oder kürzer den Cauchy'schen Bedingungen genügen, so sollen damit Pole im Allgemeinen nicht zu- 
gelassen sein. Die hier angewandte Methode, den Cauchy'schen Satz zu erweisen, dient in ganz gleicher 
Weise dazu, das Integral eines sogenannten vollständigen Differentiales überhaupt zu bestimmen. (VergL 
z. B. meine „Einleitung in die Theorie der bestimmten Integrale, S. 43".) 

§ 14. Bestimmtheit des Integrales. Man folgert nun unmittelbar die Sätze: 

Das Integral einer Function w{z) der complexen Veränderlichen z über die ganze Begrenzung s 

eines Ebenenstückes S erstreckt ist gleich der Summe der Integrale der in derselben Richtung über die 

Berandungen der Unstetigkeitsstellen von w{z) erstreckten Integrale. 

Das Integral Jw{z)dz über jede von zwei zwischen zq und z' verlaufenden Linien V, V, welche 
ein einfach zusammenhängendes Stück S einscKiessen, in dem w{z) den Cauchy'schen Bedingungen ge- 
nügt, liefert einen und denselben Werth. 

Denn nach dem Cauchy'schen Satze ist das Integral von zq bis z^ über l* vermehrt um das In- 
tegral von z* bis z^ über V* Null, weil V und V^ zusammen die ganze Begrenzung von S ausmachen 
da S als einfach zusammenhängend vorausgesetzt wurde. Dieses letztere Integral ist aber negativ gleich 
dem Integral von zq bis z^ über V\ woraus der zu beweisende Satz folgt 

Hingegen kann das Integral fw{z)dz zwischen zwei Punkten zq und zf in einem nicht einfach 
zusammenhängenden Flächenstück, wie z. B. in einem von zwei concentrischen Kreisen begrenzten 
Stücke, auf verschiedenen Wegen sehr wohl verschiedene Werthe erhalten. Wenn nämlich die beiden 
Wege zusammen den innem Kreis völlig einschliessen, so ist die Differenz der Integrale über die bei- 
den Wege keineswegs Null, sondern gleich dem Integrale über den Innern oder auch den äussern Kreis, 
und wenn diese Integrale nicht Null sind, so sind die beiden Integrale zwischen zo und z^ verschieden. 
In einem solchen Falle bildet V + V nicht die alleinige Begrenzung eines Flächenstückes. 

Dieser Satz bewirkt die Anwendbarkeit der Schreibweise fw{z)dzy in welcher von dem Inte- 

grationswege nicht die Rede ist In der That hängt der Werth des Integrals von einem Wege (, der die 
Begrenzung eines einfach zusammenhängenden Stückes S nicht überschreitet, nicht ab, wenn w{z) darin 
den Cauchy'schen Bedingungen genügt, weil dann alle Wege zwischen zq und z' nach dem eben aus- 
gesprochenen Satze auf einen unter ihnen reducirt werden können, wenn man solche Wege aufeinander 
reducirbar nennt, die zusammen ein einfach zusammenhängendes Stück einschliessen. Die Angabe des 
Weges darf aber nicht unterlassen werden, wenn w{z) irgendwo im Innern von S Pole besitzt, deren 
erste Residuen nicht verschwinden, oder wenn es innerhalb eines Stückes betrachtet wird, das 
nicht einfach zusammenhängend ist, in welchem daher nicht alle Wege zwischen zwei Punkten auf einen 
reducirbar sind. In diesem Falle kann jedoch das Stück durch Querschnitte, deren beide Ufer der Be- 
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grenzung hinzuzufügen sind, in ein einfach zusammenhängendes verwandelt werden, und so das Integral 
zu einem durch seine Grenzen allein wohlbestimmten gemacht werden. Dabei muss freilich vorläufig 
noch bemerkt werden, dass der Weg nicht ttber Punkte hinweg f&hren darf, in welchen rv (z) so unend- 
lich wird, dass die Integration keinen Sinn hat. Später zeigt sich, dass solche Punkte wenigstens im 
Innern eines Sttlckes S überhaupt nicht vorkommen. 

§ 15. Das Integral Jrv{z)dz, dessen obere und untere Grenze in einem einfach zusammenhängen- 
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den Stück S liegen, in dem rv{z) die Cauchxf sehen Bedingungen befriedigt, ist in S eine reguläre Function 
der complexen Variabein z. 

Bezeichnen wir das Integral mit W{z\ so ist W{z) in S offenbar endlich und stetig, es genügt 

aber auch der Differentialgleichung ^ = — i ^. Es ist nämlich 

W{z + dx) - W{x) = fw{S)d^ -ffv(S)d5 =-fHOdS, 

weil man fttr die Wegstrecke von z^ bis z in den beiden Integralen, deren Differenz zu bilden ist, beide- 
mal dieselbe wählen kann. Also ist W{z + dx) — fV(z)^=dxw{z) nach der Definition des Integral Sy 
und ebenso W{z + idy) — W{z)'^idyw{z), folglich, ausgenommen vorläufig in einzelnen Punkten, in 

welchen w(z) unendlich oder unstetig ist, r. — — i ^ , w. z. b. w. 

Man nimmt sehr häufig für die obere Grenze und die Integrationsvariabele einen und den- 
selben Buchstaben. 

§ 16. Der Logarithmus. Das Integral J dz: (z — $) über die Berandung des Punktes g m 
positiver Richtung erstreckt hat den Werth 2jci. 

Nehmen wir als Berandung einen um den Punkt g mit dem Eadius 1 geschlagenen Kreis an, so 
ist abs {dz : {z — Q) «» ds, wenn ds ein Linienelement der Kreisperipherie bedeutet, und da die Strecke von £ 
nach z senkrecht steht auf der Strecke dsj so ist arc{dz:(z — g)), die Differenz der arcus der Zahlen dz 
und z — g, gleich -^jt, und daher dz;{z — g) = te/* und Jdz:{z — ^) = ij'ds = 2ix. Die Gestalt der 
Berandung ist aber nach dem Cauchy'schen Satze völlig willkürlich, und somit ist der Satz bewiesen. 

Damit wir das Integral T{\\z)dz als Function der oberen Grenze z ansehen können, ziehen 

wir vom Punkte oc der z-£bene eine Gerade q zum Punkte 0, deren beide Ufer wir als Begrenzung 
der Ebene ansehen — wir nehmen hierzu die negative o;- Achse mit der Zugrichtung von — oc nach 0, 
so dass das obere Ufer g+ als das positive, das untere ^, welches bei Führung des Zuges zur Rechten 
liegt, als das negative anzusehen ist — , dann bildet diese ein einfach zusammenhängendes Stück S. 
Im Innern desselben genügt die Function 1 : z den Bedingungen des Cauchy'schen Satzes, in ihm ist da- 
her das Integral eine eindeutig bestimmte Function von z. Bezeichnen wir sie mit Igz^ so ist 

dz\z=^j dz\z -^ J d(az) : az , 

und wenn wir im letzten Integrale für az die Variabele g einführen, 

lg{a.ß)=fdz:z+fd^:^=lga + lgß. 

Aus der Gleichung lg (aß) ^==lga + Jgß folgt die Uebereinstimmung unseres Integrals mit dem 
Logarithmus irgend einer constanten Basis. Da aber lg z auf dem positiven Ufer von q um 2m grösser 
ist, als auf dem negativen, so stellt das Integral den natürlichen Logarithmus dar. Die Function 

lässt sich leicht in eine Reihe entwickeln. Es ist nämlich 

3* 
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Um nun das Integral / ^ = Rm zu untersuchen^ integriren wir auf einer geraden Linie von bis z 



= re^y worin t constant, dz demnach — e'^dr ist. Dann ist 

Rm 



/ 1 — r{cosi + isi 



— ^m-f 1) 



"fi^^m^. + '^^""^'/^ 



sin t) 

r^'^^dr 



rcosty + r^sin^t' 
Nun ist r"* eine Function, die zwischen und r ihre Zeichen nicht wechselt, folglich, wenn Jl, ^ = 1 sind, 

r r 

"• \ — 2Xrcost + X^r'^ J '^ l — 'l^ircost + (i'^r'^J 



^m^\)HfM^ 



^ ( 1 — Ircost ifirsin t \ 

' \\ — 2Xrcost + X'^r'^ "*" \ — 2fircost + ti'h^) ' 



m + l 

So lange r^l ist, nähert sich dieser Ausdruck stets, wenn aber r-»! für alle ty ausser t = oder 
2:nr, der Null, wenn man m gross genug nimmt, bis zu jedem beliebigen Grade ron Genauigkeit Dem- 






nach stellt die Reihe Um ^7 — die Function — lg(l — z), so lange absz-^l ist, und für i: = ^, so 

lange ^^0, 2jr ist, genau dar. Es ist indessen nicht unwichtig zu beachten, dass m grösser und grösser 
genommen werden muss, damit Bm kleiner als eine vorgegebene Grösse a werde, wenn sich t dem Werthe 
unaufhörlich nähert, während äbs (z) = 1 ist Dasselbe gilt auch für den imaginären Theil der Reihe 

fllr\^ • Obgleich diese letztere Reihe für ^»»0 und i=^2x convergirt, so kann doch keine 

Zahl m angegeben werden, über welche man durchgehend für alle t nicht hinaus zu gehen brauchte, 

damit y^ 5j "^ ^ ®®^* ^^^^^^ Reihen können der Infinitesimalrechnung nicht ohne Weiteres 

unterworfen werden und heissen ungleichmässig eonvergente Reihen oder Reihen mit unend- 
lich verzögerter Convergenz. Dies ist zuerst von Herrn Seidel bemerkt 

Der Satz an der Spitze dieses Paragraphen kann nun auch so ausgesprochen werden: 
Der natürliche Logarithmus von z — ^, also lg{z — ^, wächst um 2jti, wenn die Varidbek z um die 
ganze Begrenzung eines den Punkt g enthaltenden Stückes S positiv herum geführt wird. 

Wenn das Sttlck S nicht einfach zusammenhängend ist, also die Begrenzung aus mehreren 
Stücken besteht, so muss die Variabele z natürlich tlber alle einzelnen Begrenzungsstflcke geführt werden, 
und zwar so, dass für jedes einzelne Begrenzungsstflck die begrenzte Fläche zu derselben Seite, näm- 
lich für alle Stücke zur linken Seite liegt Wird der Integrationsweg über q hinweg beliebig oft geführt, 
so erhält man beliebig viele Werthe fllr den Logarithmus, die einander nach dem Modul 2tjr oon- 
gruent sind, d. h. sich nur um ein Multipluln von 2ix unterscheiden. 

§ 17. Weitere Untersuchungen über den Logarithmus. Im Begriff der Function liegt 
die Bestimmtheit also Eindeutigkeit, und wenn an einer Stelle eine Function nicht bestimmt ist, 
aber doch bis in jede beliebige Nähe derselben, so wird dadurch, dass man die Function dort singulär 
nennt, der Functionsbegriff eben modifidrt und die Ausnahme gekennzeichnet Gleichwohl spricht man 
von mehrdeutigen, im Grunde besser von mehrändrigen Functionen. Der Logarithmus giebt für 
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die Möglichkeit solcher Functionen ein äusserst instructives Beispiel, das schon hier, wo wir im All- 
gemeinen nur von eindeutigen Functionen reden, einer erledigenden Besprechung zugänglich ist Da 
diese Function durch ein Integral definirt wurde, so mischt sich in die Bestimmung derselben für ein 
gegebenes z noch der Integrationsweg ein. Es wird Igz gewissermassen nicht durch Einsetzen Ton z 
allein in diese Function erhalten, sondern durch ein successives Verfolgen der Werthe dieser Function 
längs eines gegebenen Weges von einem bestimmten Anfangspunkte, etwa yon z -» 1 aus, wo lg z ge- 
geben gedacht wird, bis zum Werthe im Punkte z, welches Verfolgen mittels der Summendefinition des 
Integrales fdlgz^=^Jäz\z^ über jenen Weg erstreckt, geschieht Hieraus folgt von selbst die Mehr- 
ändrigkeit dieser Function. 

Wir zerschneiden die z- Ebene durch eine knotenlose, an sich beliebige, vom Punkte cx) nach 
dem Punkte führende Linie g, die wir, um mit bestimmten Vorstellungen zu rechnen, mit der Achse 
des negativ Beeilen zusammenfallen lassen.*) Setzen wir dann ig\^\) und beschränken z auf die 

durch q zerschnittene Ebene, die V heissen mag, so ist lgz^=^fdz\z in T ttberall völlig bestimmt 

1 

Man nennt die Werthe der so beschränkten Function, deren imaginärer Theil zwischen — n und + jt 
liegt, Hauptwerthe der Function, oder ihre Gesammtheit den Hauptzweig des Logarithmus. Dieser 
Zweig ist nicht blos im Punkte z = unstetig und singulär, und im Punkte cx;, welche Punkte beide 
auf q liegen, sondern ist in r, der nicht zerschnittenen z-Ebene, längs der ganzen Linie q unstetig, 
denn seine Werthe auf dem positiven Ufer von q sind überall um 2ür grösser als die Werthe in den 
entsprechenden Punkten des negativen Ufers derselben Linie. Gleichwohl lässt sich die Function Igz 
stetig über q fortsetzen. Führt ein Weg über q hinweg n-mal um den Punkt herum, also auch n-mal 

die Linie q (positiv oder negativ) überschreitend, so ändert sich das Integral J dz : z == lg Zj wenn z 

auf diesem Wege vorrückt, stetig wie eine Function der complexen Veränderlichen z, erhält aber im 
Endpunkte einen Werth, der vom Hauptwerth dort um 2niJt oder — 2niji: verschieden ist, je nachdem 
der Weg die Linie q n-mal vom positiven zum negativen Ufer überschreitet, oder umgekehrt. Die Ge- 
sammtheit der Werthe lgz±2nmf wo Igz der Hauptwerth ist, kann man schicklich den ±nten Zweig 
der Function Igz nennen und mit lg^n{z) bezeichnen, und die zugehörige Ebene mit J^^«- 

Die Logarithmen der Handbücher beschränken sich auf reelle Veränderliche, und da eine reelle 
Zahl nur einen reellen Logarithmus besitzt, der dort allein in Betracht kommt, so macht sich in 
ihnen die Unbestimmtheit des Logarithmus an sich nicht geltend. Der Logarithmus einer complexen 
Zahl z=^absz.^^^^' = re^* ist nach dem erwiesenen Additionstheorem durch die Gleichung bestimmt 

lg z '^ fdz : z + Jdz: z =fdz:z + ifdt^=:^iarcz + Igäbsz, 

1 1 1 

wo lg abs z den Hauptwerth, also (weil jedes Integrationselement reell ist) eine reelle Grösse bezeichnet, 
arc z aber durch seine Unendlich Vieldeutigkeit den Charakter des Logarithmus vortrefflich kennzeichnet 

Eine gute Vorstellung von der Verzweigung des Logarithmus erhält man durch die Methode 
der Abbildung. 

Den Punkt der it^- Ebene, welcher einem beliebigen Punkte der z- Ebene entspricht, wenn diese 
durch die Linie q begrenzt gedacht wird, der also zum Hauptzweig gehört, erhält man aus der Gleichung 
w:=lgz^^ti + Igrj wo z^' r(cost + ismt) gesetzt ist So entsprechen den Punkten des negativen 
Ufers von q alle Punkte einer Linie in der it^-Ebene, die der u-Achse parallel ist und die t^Achse im 
Punkte w = — Jti (i; = — jr) trifft, weil dort z^=^r{cosj€ — isinjt) ist 



*) loh kann es mir nioht versagen, hier gegen den Aasdrack «um die Ideen zu fixiren" Einsprach zn erheben. 
Diese Bedensart ist nur verständlich, wenn sie ins Französische zorttckübersetzt wird «ponr fixer les id^es*. Im 
Deutschen hat das Wort „Idee^^ einen ganz andern Sinn, und ich halte deshalb eine solche Ansdmcksweise für völlig 
nndeatsch. J. Th. 
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Den gegenüberliegenden Punkten auf ^ und 

^- in der z-£bene entsprechen in der n^-Ebene gegen- 

ttberliegende Punkte der beiden durch die Gleichungen 
i; = — JT und V =» ;r in rechtwinkligen Goordinaten 
(u, v) gegebenen parallelen Linien. Schlägt man um 
den Anfangspunkt der Goordinaten mit dem Radius q 

einen Kreis, so entsprechen den Punkten dieses Krei- 

ses die Punkte der der t^Achse parallelen Strecke 

zwischen w = /^p — in und w = lgQ + m einmal 

und nur einmal, weil der Punkt tv auf dieser Strecke 
immer nur vorwärts rückt, während z auf jener 
Peripherie vorwärts geht Dieser Kreis schneidet die beiden Ufer von q rechtwinklig, die Strecke von 
u — f jr bis u + m schneidet die diesen Ufern entsprechenden Linien ebenfalls rechtwinklig. Dem Ein- 
heitskreise entspricht die t^ Achse zwischen — jti und m. Den Punkten ausserhalb des Einheitskreises 
entsprechen Punkte mit positiv reellem Theile, den inneren Punkten Punkte mit negativ reellem Theile. 
Den Punkten einer Geraden der z-Ebene durch den Anfangspunkt, welche mit der x-Achse den Winkel a 
bildet, entsprechen die Punkte einer der u-Aehse parallelen Geraden, welche die v-Achse im Punkte 
t; res a oder tv — ai trifft (u + ai in der Zeichnung), und zwar jedem Punkte der einen Linie ein Punkt 
und nur ein Punkt der andern. Daraus geht hervor, dass jedem Punkte des Gebietes 7^ d. h. der 
durch q begrenzten z-Ebene, ein Punkt und nur ein Punkt des Parallelstreifens der n^-Ebene zwischen 
den Linien t; = — n und v=^jt entspricht und umgekehii;. Ausserdem besteht überall in diesen Ge- 
bieten Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen, so dass entsprechende Gurven sich unter gleichen Winkeln 
schneiden, wie wir schon oben bei einem Kreise sahen, ausgenommen an den Stellen 2 = und z => oc, 
weil w'{z) «= 1 : z an der einen Stelle oo, an der andern wird, oder weil im Punkte oo von Aehnlich- 
keit eigentlich überhaupt nicht gesprochen werden kann. 

Setzt man die Function n>{2)=:lgz über die Linie q hinweg stetig fort, z. B. zunächst so, dass 
man z vom Punkte 1, wo ;r =» ist, in einer beliebigen Gurve in T um den Punkt herum aufs posi- 
tive Ufer von q führt und mit Beibehaltung des dort erlangten Werthes von Igz über q hinweg zum 
Punkte t fortschreitet, so erhält man dort einen Werth von lg z, der von dem Werthe, der zu f gehört, 
um 2m verschieden ist Führt man nun wieder z in der ganzen Ebene T^ die jetzt mit T^ zu be- 
zeichnen ist, herum, ohne q zu überschreiten, so erhält man überall vollkommen bestimmte Werthe, die 
zusammen den Zweig lg\{z) der Function Igz ausmachen. 

Die stetige Fortsetzung besteht also darin, dass man Ig^iz) auf dem negativen Ufer von q die 
Werthe giebt, die lg z auf dem positiven hat. Dieser Zweig bildet sich in der ir-Ebene auf den Streifen 
zwischen den Linien t; = jr und t;«=3jr (in der Zeichnung u + jti, u + ijti)y welcher sich lückenlos an 
den früheren Streifen anschliesst, ab. Setzt man diesen Zweig in derselben Weise über die Linie q fort, 
indem man dem Zweige lg%{z) die Werthe auf dem negativen Ufer von q zukommen lässt, welchen 
lgi{z) auf dem positiven hat, so bildet sich dieser Zweig auf den Streifen zwischen t; = 3jr und t; «= 5jr 
ab, etc. Ebenso gelangt man zu einem neuen Zweige der Function Igz, lg^i{z\ indem man diesem 
Zweige auf dem positiven Ufer von q die Werthe zuertheilt, die Igz auf dem negativen hat Die 
Werthe von Igz in Punkten dieses Zweiges unterscheiden sich dann von den Werthen des Hauptzweiges 
offenbar um — 2;»', und es bildet sich dieser Zweig in der it^- Ebene auf den Streifen zwischen der 
Linie u — jti und u — Zxi winkeltreu ab. Ebenso bildet man die Zweige Ig-^y lg^% etc. Jeder Zweig 
lg, Igiy lg2, • . • Ig-u ^ff-^y • • • ^^^ ^^^^ längs q unstetige Function von z, weil sich die Werthe desselben 
auf beiden Ufern um 2jri unterscheiden, während die gesammte Function Igz nur in den Punkten z<«0 
und z »» cx) unstetig ist, denn eben da, wo ein Zweig unstetig wird, setzt sich die Function ^ z in 
einen benachbarten Zweig stetig fort Entwickelt man z. B. den Hauptwerth von Igz nach Potenzen 
von z + a m die Reihe 
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, ... z + a {z + ay (« + a)» 
lffz~,^ + lffa L__L_L.__^__..., 

worin a eine positive Zahl ist, so convergirt die Seihe fUr alle Punkte im Innern eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt — o, und dessen Radius a ist In der einen Hälfte dieses Kreises gehört aber die 
durch die Reihe dargestellte Function zum Hauptzweige lg(z\ in dem Theile auf der negativen Seite 
von q zum Zweige /^i(z), weil dieser die stetige Fortsetzung des Zweiges ^z in dieser Richtung ist, 
und eine convergente Potenzreihe immer eine stetige Function darstellt Die Linie q hat auf die 
Function lg z keinen directen Einfluss, sondern nur auf ihre Eintheilung im Zweige. Durch Verschiebung 
dieser Linie werden Theile benachbarter Zweige zu andern Zweigen versetzt, ohne dass die Function 
selbst irgend welche Aenderung erlitte. Nimmt man z. B. die negativ imaginäre Achse zur Linie q 
und definirt den Hauptzweig durch die Gleichung lg 1 = 0, so stellt die durch die obige nach Potenzen 
von z + a fortschreitende Reihe in ihrem ganzen Giltigkeitsbereiche den Hauptzweig von lg z dar, weil 
die ganze Viertelebene zwischen der negativ reellen und der positiv imaginären Achse zum Hauptzweig 
vom früheren Zweige lg\{z) hinzugekommen ist, während ein entsprechender Theil vom frOheren Haupt- 
zweige Igz an den neuen Zweig lg^i{z) abgegeben ist Alle Sätze ttber eindeutige Functionen gelten 
auch f&r die (eindeutigen) Zweige einer mehrdeutigen Function. Jedem Zweige kann eine besondere Ebene, 
dem Zweige Ign (z) die Ebene J» zugewiesen werden« — Den Nachweis f&r das Bestehen der Gleichungen 
Ige*«^ e^' = z überlassen wir der elementaren Functionentheorie. 

§ 18. Darstellung einer Function und ihrer Differentialquotienten durch Rand- 

/ TV (z) dz 
wertne. Das Integral I -, — Un — -f ^^ positiver Richtung über die ganze Begrenzung s eines den Punkt 

g im Innern enthaltenden endlichen Stückes S, in welchem fv{z) den Bedingungen des Cauchg'schen Satzes 
genügt, erstreckt, hat den Werth fv{Q, wenn g nicht auf einen Punkt fällt, in welchem w unbestimmt oder 
unendlich wird. 

Schreibt man nämlich 

— ir(£) dz 



/ 'tvjz) dz ^ /jK?) A^ 4, / *^(^) — 
z-^2jti J z-l2jti'^J z- 



so genügt {w(z) — w(g)) ; (z — S) ^"^ ^ überall, auch für z = g, den Cauchy'schen Bedingungen, und das zweite 
Integral ist deshalb Null. J*w{^)dz:{z — g) ist aber gleich w{^)J*dz:{z — g) — 2jriw(£) nach § 16, wo- 
raus der zu beweisende Satz folgt 

Da \:{z — g) einen einzigen bestimmten ersten, zweiten, dritten etc. Differentialquotienten be- 
sitzt, also sammt seinen sämmtlichen Differentialquotienten eine Function der complexen Veränder- 
lichen g ist, so erhält man, so lange g im Innern und nicht am Rande von S liegt, und nicht auf 
einen Punkt fällt, in welchem w unbestimmt oder unendlich wird, durch Differentiation nach der com- 
plexen Variabein g die Gleichung 

facji P w(z)dz d*w(g) 

"2^7 / (z — g)*+i~ ^g» 
und den Satz: 

Eine Function w{z), die im Innern eines Stückes S den Bedingungen des Cauchtf sehen Satzes ge- 
nügt, ist sammt ihren sämmtlichen Differentialquotienten im Innern, aber nicht nothwendig am Bande, eine 
endliche, stetige und reguläre Function der complexen Variabein z, ausgenommen etwa in Punkten, in denen 
w unendlich oder unbestimmt wird. 

Denn in der That hat das bestimmte über die ganze Begrenzung s von S erstreckte Integral 
J^w{Qd^\{z — g)*"^^ stets einen endlichen Werth, wenn ir(g), was vorausgesetzt wurde, am Rande von S 
integrabel ist, und der Punkt z im Innern von S liegt, welches sonst seine Lage auch sein möge. 

Die Stetigkeit aber folgt aus der Endlichkeit und dem Vorhandensein der Differentialquotienten 
in jedem Punkte und nach allen Richtungen. Demnach giebt es im Innern eines Stückes S, in welchem 
eine Function der complexen Variabein z den Bedingungen des Cauchffschen Satzes genügt, weder eine 
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Linie noch einen Punkt, in welchem die Differeniiaigleichung -=— = -^ keine Anwendbarkeit besässe, was 

ox oy 

z. B. stattfinden würde, wenn w{z) bei Annäherung des Punktes z an einen beBtimmten Punkt in rer- 
Bchiedenen Richtungen verschiedene Werthe erhielte. Ebensowenig kann es im Innern einen Punkt u 
geben, in welchem eine solche Function w{z) unendlich wird. Im letzteren Falle kann man zwar den 
Punkt z nicht auf den Punkt u fallen lassen, weil dann offenbar der Satz J*w{S)d^:2ix(^ — u) = w{u) 
nicht anwendbar ist. Allein es ist J*w{Qd^:{^ — z) immer endlich, und der absolute Betrag des Aus- 
druckes kann eine angebbare Zahl M^ die zwar gross sein mag, die aber offenbar nur von den 
Werthen der Function w{z) am Bande von S abhängt, nicht übersteigen, wie nahe auch z tm u heran 
gebracht wird, während w{z)j welches diesem Ausdrucke, so lange z nicht genau auf u fällt, gleich ist, 
einen absoluten Betrag besitzen muss, der grösser als jede Zahl M gemacht werden kann, wenn man 
z nur nahe genug an u rückt, vorausgesetzt, dass w(z) ftir z = u unendlich wird, wobei zu beachten 
ist, dass eine durch Abänderung eines Werthes in einem einzelnen Punkte hebbare Unstetigkeit aus- 
geschlossen ist. Daraus folgt, dass ein solcher Punkt u überhaupt nicht vorhanden sein kann. Hier- 
nach sind die früher vorläufig noch als möglich hingestellten Ausnahmen als unmöglich anzusehen. 
Nämlich: es giebt keinen Weg durch das Innere eines einfach zusammenhängenden Stückes S, auf 

welchem die Integration keinen Sinn hätte; es giebt keinen Punkt 7, in welchem J*w{z)d3i nicht diffe- 

renzirbar wäre; es giebt keine Linie im Innern von 5, in der w nicht differenzirbar wäre, und keinen 
Punkt, in dem w unbestimmt oder unendlich würde. 

Die Function e^*^ nimmt zwar bei Annäherung von z an Null in verschiedenen Richtungen 
verschiedene Werthe an, aber unter diesen sind Richtungen, in denen sie über alle Grenzen wächst, 
und zwar wächst fttr positive abnehmende z das Product z^e?^'-* über alle Grenzen, wie gross n auch 
sein mag. Sie genügt im Punkte 2 = nicht den Gauchy'schen Bedingungen und bildet daher keine 
Ausnahme zu dem bewiesenen Satze. Die Function tg{\'.z) hat für z = keinen bestimmten Werth, 
es giebt aber kein noch so kleines Gebiet um den Punkt 2: = herum, in welchem tg{\:z) nicht un- 
endlich würde und also regulär wäre, oder auch nur den Bedingungen des Cauchy'schen Satzes genügte, 
und demnach ist aucli diese Function keine Ausnahme der Regel. — Die Ausdehnung dieser Betrach- 
tungen auf den unendlich fernen Punkt der 2r-Ebene ist nicht schwierig. 

§ 19. Pole. Wird eine Function w{z) im Innern eines Stückes S im Punkte u so unendlich und 
im Punkte v so Null, dass w{z){z — w)»:(z — r)*" für z gleich u und v sowohl von Null als von Unendlich 
verschiedene Werthe erhält, so sind m und n ganze Zahlen, wenn w(z), abgesehen vom Punkte u, in S den 
Cauchy'schen Bedingungen genügt. 

Die Zahlen n und m heissen die Ordnungen des Unendlichwerdens oder Verschwindens, 

Läge nämlich der reelle Theil von n zwischen p und p + 1, und der von m zwischen q und 
q — 1, so genügte w{z){z—'U)p:{z — vY in S den Bedingungen des Cauchy'schen Satzes und würde in 
den Punkten u und v unendlich, was nach § 18 nicht möglich ist Ebensowenig kann w{z) in verschie- 
denen Richtungen bei u in verschiedenen Ordnungen unendlich werden, wenn diese Function nicht wie 
^ :(#-«) Jq |jI)q|. |^2Ie Grenzen hoher Ordnung unendlich wird. Hingegen können am Rande von S ge- 
brochene, complexe, logarithmische und andere Ordnungen des Verschwindens und Unendlichwerdens 
wohl vorkommen. 

§ 20. Eine Function der eomplexen Veränderlichen z, die überall regulär ist, mit 
Ausnahme einzelner Punkte, in denen sie Pole besitzt, nimmt jeden Werth gleich oft an. 

Verschwindet die in einem Ebenenstück S, das auch den unendlich fernen Punkt enthalten kann, 
reguläre Function in diesem Stücke nirgends, so ist w'{z) : w{z) in S regulär, und es ist das über die 
ganze Begrenzung von S in gleichbleibendem Sinne erstreckte Integral 

fdlg w{z) ^f{w\z) : w{z))dz = 0. 
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Im unendlich fernen Punkte wird fv'(z):w(z) unendlich klein zweiter Ordnung, wenn w(z) doi-t regulär 
ist und die Bedingungen des Cauchy'schen Satzes erf&Ut. 

Ist aber rv(z) eine Function, die in den Punkten U[y u^y ti^j . > . Un des Sttickes S so unendlich 
gross oder unendlich klein wird, dass w{z)(z — Ui)^^{z — u^y^.-.iz — t^)^*=f{z) dort endlich bleibt, 
so dass also da, wo die m positive Zahlen sind, fv{z) mehrfache Pole besitzt, oder wo die m negative 
ganze Zahlen sind, unendlich klein ( — m)^^ Ordnung wird; und schliessen wir den unendlich feinen 
Punkt zunächst durch eine Berandung aus, so dass das Stück S^ flbrigbleibt, so ist das Integral über 
die Begrenzung von S* in positiver Richtung erstreckt 

fdlgfiz) — =fdlgfv{z) + Sm^fdlgiz—Uy) =fdlgw{z) + 2in2myy 

fdlgrv{z) = — 2ijr(ini + »»2 + • • • + »»„). 

Die Zahlen m sind negativ in den Punkten Kuli, positiv in den Punkten Unendlich; zählen 
wir jeden Punkt Null und jeden Punkt Unendlich so oft, als der Exponent m angiebt, so fliesst hieraus 
ftlr das Gebiet Sf der wichtige Satz: 

Der Logarithmus der Function w{z) wächst am so viele Mtdtipla von 2ijc, wenn die Variabele um 
die ganze Begrenzung von Sf positiv herumgeführt wird, als die Anzahl der Punkte ^ull die der Punkte 
Unendlich in S^ übertrifft. 

Die Begrenzung von S^ enthält (allgemein zu reden) die Berandung des unendlich fernen Punktes; 
sie werde, positiv in Bezug auf letzteren gedacht, mit ö bezeichnet, die Begrenzung von S' werde mit s^, 
die von S mit s bezeichnet, so dass s^ = s — a ist. Dann geben die obigen Gleichungen die Beziehung 

fdlgw{z) =fdlgw{z) —fdlgw{z) — — 2t>-S»iy, JdlgwU) = — 2in{mx + mi+... + m^ +fdlgw{z). 

(«') OD la) X») Xa) 

Ist w{z):z^ im Unendlichen regulär, wo p eine ganze positive oder negative Zahl sein kann, 
so ist das über o erstreckte Integral 

fdlg(w{z):z^) = Oy fdlgw(z)—pfdlgz^fdlgw{z) + 1un;py 
woraus folgt, dass das über die ganze Begrenzung von S erstreckte Integral 

fdlgw{z) — — .2ijr (p + w, + m^ + . . . + m„) 
ist, und es wächst also auch dann der Logarithmus der Function w{z) um so viele Mültipla von 2in, als 
die Zahl der Punkte Null die der Punkte Unendlich übertrifft, wenn die Variabele z die ganze Begrenzung 
eines Stückes S in positiver Richtung durchläuft, welches den unendlich fernen Punkt enthält. 

Ist S die ganze z-£bene, so kann man die Berandung eines beliebigen Punktes, in dem w re- 
gulär ist und nicht verschwindet, als Begrenzung ansehen. Das Integral J*dlgw(z) über diese Beran- 
dung ist Null, woraus der wichtige Satz fliesst: 

Ist die Function rv(z) in der ganzen z-Ebene regulär ausser in einzelnen Punkten, m denen sie 
Pole besitzt, so wird sie ebenso oft Null als Unendlich. 

Ist A ein Werth, den w{z) nicht überall annimmt, und B ein eben solcher anderer, so ergiebt 
die Abzahlung der{Punkte Null und Unendlich der Function f{z)'^(w(z) — A):{w(z) — B) den Satz: 

Die Function w(z) nimmt, wenn sie nicht constant ist, jeden Werth in der z-Ebene gleich oft an. 

Ein specieller Fall ist der: Die Function w{z) ist constant, wenn sie nirgend unendlich wird, 
nirgend einen Pol besitzt. 

Die Function w{z) = z^ — 2Az nimmt den Werth — A^ nur einmal an, d. h. nur an einer Stelle^ 
{Ht z = A'y da aber w(z) + A^ = {z — Ay dort unendlich klein zweiter Ordnung wird, so ist diese 
Stelle zweimal zu zählen. 

§ 21. Beihenentwiekelungen. Aus den Identitäten 

_1 1 . (^-fl) , (z-ay . . (^-«)" , {z — aY^' 

1 _ 1 , (g-«) , (g-fl)^ , . (g-g)" , (g-«)"-^^ 

z— g ~z— a"^(z— (i)«"^(z— a)»"^"*'^(;j — a)--t-i"^(2— g)(z— a)«+i' 
folgen die wichtigen Sätze: 

T h m a e , Thetaftanotionen. 8. Aafl. 4 
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Ist z ein Punkt im Innern eines endlichen StUekes &, in dem die Fonodon »(«) regulär ist, and 
welches den Punkt a im Innern enthält, so ist 

T n,iT\- ^ A(S)tfS _ 

2iV l-a'^ linj iSr-a)'^^"-'^ 2/jr ,/ (g-a)-+» •*" 2,Vr J (£_z)(g_a)«+> ' 



1 A(SK . _L_ A(g)(g-a)tfg . ■ __ 1 _ rn>{^){i-aY d^ 
z—af 2ix '^{z—ayj 2/jt («— a)"+V ^jjr 



i A(g)(g-«)'+:^ 

■«)"+V (2-g)''i«> 






In I. sind sämmtliehe Integrationen in positiver Richtung über die ganze Begrenzung von S zu 
nehmen, in IL in negativer Richtung. Die letzten Glieder dieser Entwickelungen unterscheiden sich von 
den übrigen ihrer Form nach, sie mögen die Restglieder heissen. Die übrigen Glieder der Reihe L 
sind nach § 1 8 Differentialquotienten, hingegen die der Reihe II. sind, abgesehen vom Restglied, sämmt- 
lich Null. 

Ist abs(z — a)<abs{^ — a) für alle bei der Integration in Betracht kommendeng, ist also z ein 
Punkt im Innern eines um den Punkt a gezogenen Kreises (7, der die Begrenzung von S wohl berührt, 
aber nirgend aus S heraustritt, so kann man n immer so gross nehmen, dass das Integral 

2jri J (i-a)-+^^-z' 
genommen über die Begrenzung von S, oder, was in diesem Falle dasselbe ist, über die Peripherie C^ 
jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreicht — In der That, setzen wir £ — a = R^^ z — a = re^i\ so 
ist R der Radius von (7, r aber < R, und unser Integral erhält die Form 



fv{a + Re^e-''^i 
Re^—re*^i 





Das Integral ist aber, was auch n sei, weil die zu integrirende Function endlich und stetig ist, endlicJi 
und der Factor Ä(r:Ä)'»+^ kann jeden beliebigen Grad von Kleinheit erreichen, wenn n gross genug 
gemacht wird. Wendet man diese Betrachtung auf das Restglied der Reihe I. an, so erhält man den 
Taylor'schen Satz: 

Ist fv{z) im Innern eines Kreises um den Punkt a eine reguläre Function, so lässt sie sich auf 
eine und (nach der Methode der unbestimmten Coeffidenten) nur auf eine Weise in eine unendliche Reihe 
nach ganzen aufsteigenden Potenzen von z — a entwickeln, welche immer convergirt, so lange z ein Punkt 
im Innern dieses Kreises ist. Dieser Kreis heisst der Convergenzkreis, 

Obgleich die hier angestellte Betrachtung des Restgliedes eigentlich nur zeigt, dass die Summe 
der ersten n Glieder der Reihe gegen den Werth der entwickelten Function convergire, so sieht man 
doch leicht ein, dass, so lange r'^abs{z — a) um ein Angebbares kleiner ist als R, der Radius des 
Convergenzkreises, die Reihe absolut und unbedingt convergent ist, d. h. eine beliebige Anordnung 
der Glieder zulässt, weil dies bei der geometrischen Reihe und in Folge davon bei der Reihe Uonz*, 
so lange absz <,! ist und die CoefBcienten o» endlich sind, der Fall ist. Dies findet im Allgemeinen 
nicht statt für die Punkte der Peripherie des Convergenzkreises. Im Innern desselben aber erhält man 
eine convergente Reihe auch dann, wenn man jedes Glied durch seinen absoluten Betrag ersetzt, wes- 
halb sie eben absolut conconvergent heisst. — Der Convergenzkreis wird in der Regel durch seinen 
Radius gekennzeichnet, und es werden unter Punkten auf dem Convergenzkreise Punkte des Randes, 
und unter Punkten im Convergenzkreise Punkte im Innern verstanden. 
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§ 22. Die Laarent'sche Reihe. Ist eine Function w{z) im Innern und am Rande eines (bei- 
läufig zweifach zusammenhängenden) Ebenenstückes S zwischen zwei im Punkte a cenirischen Preisen re- 
gulär, so lässt sie sich auf eine und nur auf eine Weise nach ganzen auf- und absteigenden Potenzen van 
z — a in eine unendliche Reihe entwickeln, die so lange convergiri, als z ein Punkt im Innern von S ist. 

Seien die Peripherien des äusseren und inneren Kreises bez. (^ und 
C, so bilden Cj C zusammen die ganze Begrenzung des Stückes S, und im 
Innern sowohl als am Rande ist w(z) regulär. Deshalb ist die Summe 
der Integrale über (? in positiver und Über C in negativer Richtung*) 
oder der Integrale über C^ und C 



A(£) d^ , A(S) j£ 
J ^^z2jti^J z—^2xi' 



c c 

beidemale in positiver Richtung integrirt, gleich w{z), weil in der That 
diese beiden Integrationen zusammen der über die ganze Begrenzung von S 
gleichkommen. Da aber, so lange abs {z — a) < abs (£ — a) ist, l : (g — z), 
und so lange abs{z — a) > abs{^ — a) ist, 1 : (z — £) bez. in die absolut und unbedingt convergenten Reihen 




1 _^ {z—ay 



1 



OD 



=v 



(£-«)"-* 



eotwickelbar Bind, und da bei der Integration Aber C wirklieh abs(z — a)<.abs{^ — a) und bei der 
Aber C äbs(z — a)>abs{^ — a) ist, wenn z im Innern von S liegt, so folgt 

worin nun nach dem Gauchy'schen Satze statt der Integration über C* und C eine über eine beliebige 
in a eentrische Kreislinie zwischen C und C gewählt werden kann. 

Damit ist die Entwickelbarkeit dargethan; es muss noch nachgewiesen werden, dass sie nur 
auf eine Weise möglich ist, wozu die Methode der unbestimmten GoefBcienten nicht ausreicht 

Sind zwei nach auf- und absteigenden Potenzen von z — a geordnete, absolut oder mindestens 
gleichmässig**) convergente Reihen wenigstens fbr die Punkte der Peripherie p eines in a centrischen 
Kreises einander gleich, so müssen die Goef&cienten gleich hoher Potenzen einander gleich sein. Multi- 
plicirt man nämlich die Oleichung 

%,A,{^-aY=^%B.{z-aY 



— OD 



— OD 



mit (z — aY und integrirt über die Peripherie p^ wobei (i als ganze positive oder negative Zahl oder 
als gleich Null vorausgesetzt ist, so hat man 



OD 



^^A,f{z-a)'^dz^^^Bjiz-ar^dz, 

— OD ^OO 

und es fallen auf beiden Seiten sämmtliche Terme bis auf den mit A^fi^i und auf der andem bis auf 

den mit ^-^-i multiplicirten fort. Denn es ist ^(z— a)'»+^ = 0, wenn 7i + fi eine von — 1 verschie- 

p 
dene ganze Zahl ist, und J{z — a)''^dz^=^2xi nach § 16. Somit haben wir, was auch fi sein mag, 

2jtiA^fx—\ «= 2jtiB^fi^ij oder An^^Bny w. z. b. w. 



*) Ich nenne hier positive Richtung die» bei welcher die begrenzte Kreisfläche, nicht das Stück S zur 
Linken bleibt 

**) Eine gldchmässig convergente Reihe heisst eine Reihe, bei der für alle Werthe der Veränderlichen eine 
einzige bestimmte Zahl M so gross angegeben werden kann, dass die Summe der ersten Äl Glieder sich von dem Grenz- 
werthe der Reihe um weniger als eine beliebig klein vorgegebene Grösse o unterscheidet 

4* 
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Besitzt die Function iv{z) im Punkte a einen n fachen Pol, ist aber sonst in C regulär, so bricht 
die absteigende Entwickelung mit dem Tenne (z — a)'"" ab. Besitzt die Function im unendlich fernen 
Punkte einen n fachen Pol, ist aber sonst ausserhalb C regulär, so bricht die aufsteigende Entwickelung 
mit dem Tenne {z — a)"l ab. Ist demnach die Function in der ganzen z-Ebene regulär und hat im un- 
endlich fernen Punkte einen nfachen Pol, so ist sie eine ganze (rationale) Function vom Grade n. Das 
Bestglied der bis zum nten Terme nach Potenzen von z entwickelten Mac-Laurin'schen Beihe (I. § 22) 
hat die Fonn ^i f_w(gd^_ 

wo das Integral über einen beliebig grossen Kreis um den Puukt Null, der zugleich z umschliesst, zu 
erstrecken ist. Da der Integrand im Unendlichen unendlich klein zweiter Ordnung wird, so ist dieser 
Best Null. — Die Darstellung einer Function durch eine nach Potenzen von z — a fortschreitende Beihe 
soll in jedem Falle eine Entwickelung im Punkte a heissen. 

§ 23. Ganze transcendente Functionen. Lässt sich eine Function w{z) in eine nach ganzen 
positiven Potenzen von z — a (oder zj fortschreitende Reihe entwickeln, welche für jedes noch so grosse z 
convergirt, oder ist die eindeutige Function w{z), was dasselbe ist, in der ganzen z-Ehene regulär, ausge- 
nommen im unendlich fernen Puncte, so nennt man sie eine ganze transcendente Function. Bricht die Ent- 
wickelung ab, hat w(z) im unendlich fernen Punkte einen Pol, so heisst die Function schlechthin eine 
ganze, oder, wenn eine nähere Bestimmung nöthig wird, eine ganze rationale Function. In der Function 
e* und den daraus abgeleiteten sinz, cosz begegnet man in der Analysis zuerst den ganzen transcen- 
deuten Functionen. Auch die Function lifacz gehört zu ihnen. Schon die elementare Functionen- 
theorie vermag eine Beihe schöner Sätze über die ganzen transcendenten Functionen zu erweisen und 
erzeugt unendlich viele solcher Functionen durch überall convergente Produkte. Wir beschränken uns 
hier auf die Betrachtung ihrer wesentlich singulären Stelle, des unendlich fernen Punktes, und 
bringen den Satz von Picard ttber die Noth wendigkeit der Unendlichvieldeutigkeit ihrer Umkehrungen 
an einer späteren Stelle. 

Die Veränderliche einer ganzen transcendenten Function w{z) lässt sich so dem unendlich fernen 
Punkte der z-Ebene nähern, dass w{z) in einer Ordnung unendlich gross wird, die jede angebbare über- 
steigt, ich meine, ist n eine noch so grosse ganze positive Zahl, so kann man z so über alle Grenzen 
wachsen lassen, dass w(z):z'^ auch noch ttber alle Grenzen wächst. 

Da sich w{z) in eine nicht abbrechende Beihe nach ganzen Potenzen von z entwickeln lässt, 
so können die Entwickelungscoefficienten in w{z) = jQ + AiZ+... + Amz'^ + ...y die Integrale 



Km 



's./'-p-^^'fi'^-''-'"'' 





nicht von einem bestimmten Werthe m — n ab sämmtlich verschwinden. Da aber nach dem Mittelwerthsatz 
bestimmter Integrale (§11) abs Am'^ M: B^-^ ist, wenn M die obere Grenze von absw{Re^^ für alle i 
zwischen und 2jt ist, so würde, wenn M f&r jedes noch so grosse R und jedes noch so grosse m nicht 
>^ wäre, nothwendig absAn von einem bestimmten n ab kleiner als jede noch so kleine positive 
Zahl, also Null werden, was gegen die Voraussetzung ist. 

Hieraus folgt aber sofort der weitere Satz, dass man z so über alle Grenzen wachsen lassen kann, 
dass sich w(z) der willkürlich gegebenen Zahl A beliebig nähert. 

Wird nämlich erstens die Function fiz)=^w{z) — A unendlich oft Null, etwa in den Punkten 
Ol 02 Oft a4 ... Oft ... , so bilden diese Nullstellen nothwendig eine Folge von Zahlen, in der unendlich 
viele Terme jede noch so grosse Zahl dem absoluten Betrage nach übertreffen, die also über alle 
Grenzen wachsen. Denn wären diese Zahlen auf ein endliches Gebiet beschränkt, so würden sie der 
elementaren Arithmetik zufolge eine Grenzstelle besitzen, in deren Umgebung, wie klein sie auch ge- 
wählt werden möchte, unendlich viele Nullstellen wären. Die Methode der unbestimmten Coef&cienten 
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erweist f&r eine solche Function elementar den Satz, dass sie identisch Null ist. Da f{z) als ganze 
transcendente Function nicht identisch Null sein kann, so lassen sich in dem zuerst angenommenen 
Falle aus den Zahlen oi o^ • • • ^<i • • • der Beihe nach solche wählen, dass sie über alle Grenzen wachsen 
und die Gleichung /"(z)— »0 oder w{z)=^Ä erfüllen, was wir beweisen wollten. Wenn aber zweitens 
die Zahlenmenge Oi o^ • • • ^ • • • nur eine endliche ist (es mögen sich auch einige untereinander gleiche 
darin vorfinden, oder es mag f{z) an einigen Stellen unendlich klein höherer Ordnung werden, so ist 
die Function 6r(z) = (z — (h){^ — a^...{z — an):f{z) eine Function, die für alle endlichen z regulär 
ist, also eine ganze transcendente Function. Man kann deshalb z so über alle Grenzen wachsen lassen, 
dass sie unendlich gross, oder dass /"(z) unendlich klein, oder tv{z) beliebig nahe gleich A wird. Also 
auch in diesem Falle ist der Satz richtig. 

Dass eine ganze transcendente Function einen einzelnen Werth gar nicht für endliche z anzu- 
nehmen braucht, lehrt das Beispiel ^, welche Function nicht Null wird. Hingegen müssen der reelle 
Theil einer solchen Function und der imaginäre Theil für sich jeden beliebigen Werth unendlich oft 
annehmen. Ist w(z) diese Function, so genügt es, diesen Satz für den reellen .Theil nachzuweisen, weil 
er sich mittels einer gleichen Betrachtung der Function iTv{z) auch für den imaginären Theil ergiebt. 

Es giebt für bestimmte z Werthe von tv(z), die selbst und also auch in ihrem reellen Theile 
sich von der grossen Zahl M und ebensolche, die sich von . — M beliebig wenig unterscheiden, wie wir 
eben gefunden haben. Verbindet man zwei solche Punkte z durch eine beliebige Linie, so muss, weil 
w{z) stetig ist, der reelle Theil dieser Function jeden Werth zwischen + M und — M auf dieser Linie 
einmal wirklich annehmen, und da es unendlich viel rerschiedene solcher Linien giebt, so muss der reelle 
Theil von tv{z) jeden Werth zwischen — Af und + M, wie gross auch die reelle Zahl M sein mag, un- 
endlich oft annehmen^ w. z. b. w. 

§ 24. Partialbrüche. Eine Function tv{z), die in der ganzen z-Ebene regulär ist, ausser wo 
sie Pole hat, eine rationale Function, lässt sich als eine Summe aus einer abbrechenden aufsteigen- 
den und aus mehreren absteigenden abbrechenden Potenzreihen darstellen. Die Terme der letzteren 
Art werden Partialbrüche genannt 

Ist der unendlich ferne Punkt ein nfacher Pol, so wissen wir, dass sich die Function nach ab- 
steigenden Potenzen von z in eine in der Umgebung jenes Punktes convergente Beihe von der Form 
entwickeln lässt 

«'(z) = ^(z) + C^iZ-i + CJ2Z-2 + ..., ^(z)=(7-n2«4-CU4-i2'-' + ...C^-iz + Ci, 
und es ist deshalb f(z) = tv{z) — g(z) eine Function, die im Unendlichen verschwindet und regulär ist, 
und sonst noch dieselben Pole als tv(z) besitzt. 

Sind diese Pole ui u^.,.U(i^ die bez. mi-m2-...m/u- fache sind, und werden die Berandungen 
dieser Pole mit (ui), (t^) . . . bezeichnet, während s die Begrenzung eines solchen Ebenenstückes S (z. B. 
eines sehr grossen Kreises) sein mag, welches die sämmtlichen Pole im Innern enthält^ so ist nach § 14, 
weil /(S):(g — z) im Unendlichen unendlich klein zweiter Ordnung wird, 

J i5-z)2in-f(') + 2äj ß-z)2m' ^^''>-2äJ (z-5)2ijt- 

Liegt z ausserhalb der Berandung des Punktes u, welche Annahme immer zulässig ist, so 
lange z nicht auf u selbst fällt, ist m > 0, so ist 

(g_u)»(z-£) J (z—u){i-ur\ ■^z-M"*"---"*"(z-tt)«"^(z— w)'H-i(g_;:);-(^_tt)m- 

w («) 

Ist daher in der Umgebung des Punktes Uy 

(v) (v) (v) Iv) 

so fliesst aus den Gleichungen 
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S)2wr 
die Darstellung ^(^) ^ ^(^j + ^^(^) ^ ^j(^) ^_^ ^^(^)^ 

(v) (v) (v) 

wo Ry — V^Jiz—uY"' + ^«+i(« — «v)'*"*"^ + . . . + CLi(^— «!.)"■* ißt Ißt w{z) eine, von Polen abge- 
sehen, reguläre Function, die also rational ist, so hat die Function it;^(z) : it^(z) stets nur einfache Pole, 
und zwar ist da, wo rv{z) m-mal verschwindet, das Residuum + m\ wo tv[z) m-mal unendlich gross wird, 
ist das Residuum — m. Im Unendlichen aber wird rv*{z):w{z) unendlich klein. Sind die Punkte Null 
und Unendlich von fv{z) »i t^ . . . u», die bez. mx-nhr . . . iTin-fache sind, wo die mi ms ... m« ganze posi- 
tive oder negative Zahlen sind, so ist 

w'{z) : w{z) = (wi : (z — ux)) + (wj : (z— Mj)) + . . . + (w»: (z — «,)). 

§ 25. Partialbruchentwickelung transcendenter Functionen. Zuweilen lassen sich 
auch transcendente Functionen nach der Methode des vorigen Paragraphen darstellen. Es kommt 
darauf an, ein Gebiet S so zu bestimmen, dass das Integral y;t^(g)<ig:(S — z), Aber seine Begrenzung er- 
streckt, entweder verschwindet oder doch bei passender Vergrösserungsweise von S beliebig klein wird. 
Wir begnügen uns mit einem Beispiel, durch welches die Sache hinreichend klar gestellt wird, nehmen 
igjtz für tv(z) an. Fttr das Gebiet S nehmen wir ein Quadrat mit den Ecken m{\ + i)f m(\ — i), 
— iw(l + t), — m(l — i), wo m eine ganze Zahl ist Der Punkt Null ist Mittelpunkt von S, und in den 
Endpunkten eines jeden Durchmessers dieser Figur nimmt tgjt^:^ als gerade Function gleiche Werthe 
an. Setzt man S«» g + ^t, so ist auf den beiden der imaginären Achse parallelen Seiten des Quadrates 

tgjt^ = tg{± mn + nrii) = igxtii = ({e^"^ — e"^"^) : («^^ -f 6"^^)^ 
woraus folgt, dass dbs n>(£) auf diesen Seiten immer kleiner als Eins ist. Auf den Seiten aber, welche 
der reellen Achse parallel sind, ist w(g) = ^^(jrg±m^i) oder 

Wird m grösser und grösser genommen, so nähert sich einer der beiden letzten Ausdrücke der 
Eins, der andere der Null. Hiemach kann m so gross genommen werden, dass w{^ auf der ganzen 
Begrenzung Sm des Quadrates 5 absolut genommen kleiner als 2 ist Das Integral über die Begrenzung s^ 
dieses Quadrates ist 

"~y £-^ V e "^V S(£-^)~ V£(£-^r 



*m *m *m 'm 



weil der Integrand tgjt^:^ in den zum Punkt Null symmetrisch liegenden Stellen des Randes Sm gleiche, 
das Differential d^ aber entgegengesetzte Werthe hat. Da ferner die Randkurve Sm die Länge 8m 
hat und abs^ auf s^ grösser als m, absigjt^<2 ist, so ist nach § 11 

//i7^£rf£:g(g-z)< 16:aft*(g-z), 
und also ist abslm<^^absz:abs^ — z und wird fttr jedes endliche z beliebig klein, wenn m gross 
genug genommen wird. Die Pole der Function tgx^ sind einfache, liegen in den Punkten ^-^ -ti s? 
. . . — ^, — |-, . . ., und das Residuum in jedem dieser Punkte ist — 1:^, so dass sich die Formel 
ergiebt, in der (i der Summationsbuchstabe ist, 

in— 1 A OD A 

Der letzte Ausdruck ist eine von den Polen abgesehen überall convergente Reihe, der mit dem 
lim -Zeichen behaftete indessen nicht Da S ein Quadrat war mit dem Nullpunkte als Mittelpunkt, so 
braucht unsere Gleichung nur so lange richtig zu sein, als ebenso viele Pole auf dem positiven Theile 
der reellen Achse als auf dem negativen liegen, und wenn gerade unter dieser Bedingung die Zahl der 
Pole wächst Allerdings würde der Grenzwerth sich nicht ändern, wenn eine bestimmte feste Zahl von 
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Polen auf der einen Seite mehr genommen wUrde als auf der andern, denn mit wachsendem m würde 
dieser Ueberschoss gegen Null conyergiren. Würde man aber z. B. die Zahl der positiven Pole j9-mal 
so gross nehmen als die der negativen, so würde sich ergeben: 

^/M + 4— z JMft + i—z ^/i + i—z ' j^(i + m + -^—z 

m 2m 
also ein Werth, der nicht jitgxz ist. — Setzen wir künftigen (rebrauches wegen noch (z — h)i^c für 

Z, 80 folgt ^ X{z—h) __ "^ 1 

2c^^ 2c ""«="^^^ + (2^+1)0-«' 



— m 



§ 26. Produktent Wickelung. Ist ir(z) eine rationale Function, die in den Punkten Vi v^ ... 
Vg^ bez. tni' mi- ... m^-mal verschwindet, in t^i ti^ . . . Uy bez. np n^- ... n^-mal unendlich gross wird, so ist 

n^{z) ^t • ^ I I ^f^ Jh ^ __ ^v 

W{z) Z — Vi Z — 172 **' z — t;^ z — Wi Z — Wi '*' z Uy 

woraus durch Integration folgt: 

Igw^z^^^G^lgi^^z^v.T'iz-v^'^^.^z-v^r^^ 

^ {z-u,r'{z-u^f-...{z-u;fy 






w{zq) 

Auch transcendente Functionen lassen sich häufig durch Grenzwerthe solcher Produkte, durch 
unendliche Produkte darstellen, wenn sich ein Gebiet S bestimmen lässt, für welches das Randintegral 
des Integranden n/{z):w(^){^ — z) entweder verschwindet, oder bei passender Vergrösserung von S be- 
liebig klein wird, oder, was dasselbe ist, wenn n/{z):Tv{z) eine Partialbruchdarstellung zulässt. Integriren 
wir das am Ende des vorigen Paragraphen stehende Beispiel über z von bis z, so erhalten wir (wenn 
n ein Produktzeichen und /i der veränderliche Index der Factoren ist), 

lg {cos^^^^^ : cos^^^ =J^fJS^ {Hi^ + (2^ + l)c- z) : (Ä +(2^ + l)c)) , 

Das mit dem Zeichen lim versehene Produkt darf aus denselben Gründen wie die Summe im 
vorigen Paragraphen nicht schlechthin als unendliches Produkt aufgefasst werden. 

Die unendlichen Produkte und Partialbruchreihen eignen sich ganz vorzüglich zur Darstellung 
periodischer und doppelt periodischer Functionen. Die letzten Gleichungen dieses und des vorigen 
Paragraphen liefern Beispiele der Darstellung einfach periodischer Functionen. 

§ 27. Reihenumkehrung. Die in einem Kreise mit dem Radius R um Null convergente 
Potenzreihe fv{z) = Oq + ^tz + Osz^ + • - • definirt dort eine reguläre Function. Aber auch umgekehrt giebt 
es, wenn man w{z) — ao = S setzt, und wenn n^(z) nicht mit z verschwindet, eine Umgebung des 
Punktes g"«0, in der z eine reguläre Function von g ist Nimmt die Reihe aiz + aiZ^+a^z^ + ... 
den Werth Null ausser für z »= noch ein- oder mehrere male an, so kann die Gleichung S »» aiz + 
a2z^+a^z^+... vielleicht durch eine nach ganzen Potenzen von g fortschreitende Reihe befriedigt 
werden, die ein constantes Glied enthält. Verlangen wir aber, dass z mit g verschwinde, oder nehmen 
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wir an, was immer möglich ist, dass wir um den Punkt Null im Kreise B nur ein so kleines Gebiet 
betrachten, in welchem aiz + <i2Z^+ ... nur für z = verschwindet, so giebt es nur eine Potenzreihe 
in £y welche die Gleichung befriedigt Dass die erste Potenz in der Entwickelung nicht fehlen kann, 
wenn w\z) nicht Null ist, erhellt unmittelbar. 

Ohne die Allgemeinheit zu beschränken, kann man annehmen, dass es sich um die Gleichung 

handelt, in welcher die rechte Seite fbr z = l noch convergent ist, denn um dies zu erreichen, kann 

man der gegebenen Gleichung durch die Substitution ctz für z, ß^ für g die gewünschte Form geben. 

£s folgt aus dieser Annahme, dass die Cn mit wachsenden n absolut genommen kleiner und kleiner 

werden. — Sind die unbestimmten Grössen eines Polynoms nur durch das + Zeichen verbunden, so 

wollen wir es formal positiv nennen. — Soll nun die Gleichung durch einen Ausdruck von der 

Form befriedigt werden 

2=g(l + ftig + &2£^ + ... + ^«g"+...) = S^(a 
80 muss identisch 

sein, und der Goefficient von g" muss beiderseits derselbe sein, so dass die bijö^, ... bn sich durch eine 
Recursionsformel bestimmen, die bn aus b^^b^ ... b^-^i berechnet Nun liefern zum Goefficienten von g", 
der links bn^i ist, auf der rechten Seite nur die Reihen /^(g) P^iO . . • P'*^(Q einen Beitrag, und wenn 
man i>(g) = .4« + g^iÄ, ^n= 1 + öig + ... + ft»g", Bn= bn+i + b^%^ + .. . setzt, so liefert von dem 
Ausdruck p\o = ^!: + l^fr'f^'B, + ^,^0.-i)f,-T^*Bl + ... 

nur das erste Glied einen Beitrag, und zwar einen formal positiven Beitrag zu diesem Goefficienten. 
Daraus ergiebt sich eine Beziehung bn+i = Gn(bijb2f...bm, C2i€z.*'Cnr^%)y in welcher Gn ein formal posi- 
tives Polynom aus Produkten der Grössen ^, c ist Z. B.: 

ftj=C2 = i/b, &2 = 2&iCj + C3 = 2c, +C3=Äi(C2C3), &8 — ^jC*, + 2*2) + Sftj Cjj + C4, . . . 

Ersetzt man nun in ^ = G^ip^ 63, C2C^Ci) b^ b^ durch die gefundenen Ausdrücke in Ci, c^y so dass b^ == 
^2 (^^^4)} sodann in ^4 =» 6^3 (^1^2 ^3» ^2 ^3 ^4) ^i^ ^i^^3 durch i^O) ^d ^^29 u. s.w., inbn^i^=Gn(bib2...bnf 
C2C3...CM+B) bi durch /Tq, ^2 durch Bij bn durch Ifn^h ^0 ^^^S^ bn+i = Hm{c2C^Ci...c^2\ und es ist /i;i ein 
aus Produkten und Potenzen von C2 C3 . . . Cn-\4 zusammengesetztes formal positives Polynom. Der ab- 
solute Betrag eines solchen Polynoms 2»«h-i = ^11(^2^3... c»^) wird vergrössert, wenn man darin 
^2) ^37 • • • Ci^2 durch M ersetzt, wofern abs c^y obs c^y ... abs Ci^.2 —: M ist, so dass Bn (if, if, . . . M) = 
abs Bn{c2y c^ . . • Cn^i) ist Hieraus ergiebt sich leicht die Gonvergenz der Reihe &i + (2g + ^g^ -(-..., die 
ja zunächst, d. h. so lange ihre Gonvergenz nicht erwiesen ist, nur formal die Umkehrgleichung be- 
friedigt. Kehren wir nämlich die Gleichung 

^ = z — z^ßf—z^M''2^Af—... — z''M—... = z — z^Jlf:{\ — z) = {z — {M+l)z^):(l—z) 
nach derselben Methode um, so erhalten wir 

z = U^+^BoiM) + PBdAf,M) + ... + ^^B^i{MyM...Af) + ...); 
dass aber diese Reihe ein bestimmtes Gonvergenzgebiet hat, ergiebt sich daraus, dass wir dieselbe nach 
einer andern Methode herstellen können. Gleichviel aber nach welcher Methode die Reihe hergestellt 
wird, die Goefficienten müssen dieselben sein, müssen der Recursionsformel für die b Genüge leisten. 
Die letzte zur Umkehrung vorgelegte Gleichung kann in die Formen gebracht werden 

zH^+1) — 2(l + g) + g = 0, 

i+g-i/a-2(2^+i)g+g») _ s-frf^)(v)MS^(s— ^^-^)'' 

2(ilf+l) 2(^+1) ' 

worin der Wurzel das negative Zeichen gegeben wurde, weil z mit g verschwinden muss, und (-^)^ einen 
Binomialcoefficienten bedeutet 

Die letzte Reihe lässt sich aber in eine nach ganzen Potenzen von g fortschreitende umordnen, 
die so lange convergirt, als 

aft^g<2i!f+l — l/(2ilf+ 1)2—1, äbs^<l:{2M+\) 



^«+«.._. ^^_>^^(^■^^^+^^•+•••> 
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ist. Mithin ist aucb die Reihe 

eine absolut convergente in einem Kreise mit dem Radius (> »» 1 : (2i]E/ + 1), wenn M die grösste der 
Zahlen abs c^, abs c^ . .. abscn . . * bedeutet Das hier gefundene Gonvergenzgebiet ist in der Regel kleiner 
als das wahre Gonvergenzgebiet der Reihe. Allein es ist ein für die meisten Fälle genügender Ge- 
winn, zu wissen, dass überhaupt ein gewisses Gonvei^enzgebiet, ein Gebiet, in dem z eine reguläre 
Function von g ist« existirt. 

§ 28. Mehrdeutige Umkehrungen. Wenn die umzukehrende Potenzreihe die Form hat: 
w = ^0 + ^m«"* + Ami-iz^^^ + . . . , SO dass also ^| = ^j • • • -" ^m-i = 0, oder w'(0) = »"(O) . . . — 
it;("^i)(0)a=0, Am aber der erste von Null verschiedene CoeiBcient ist, so sind die vorigen Schlüsse 
nicht erlaubt. Man kann aber diesen Fall sogleich auf den vorigen zurückführen, indem man schreibt 

1/^4 = ;, A + ^z + ^z«H-...)''= 2(1 + A^ + A^» + ... + i?»2- + ...), 
weil in der Umgebung des Punktes Null, wenn fttr den Logarithmus der Hauptwerth genommen wird, 

regulär ist und sich in eine Potenzreihe 1 +i^iZ + ^2^^ + **- i^^^ bestimmtem Gonvergenzbereich ent- 
wickeln lässt. Nach den im vorigen Paragraphen gefundenen Sätzen folgt hieraus sogleich, dass in 
einem bestimmten von B\^B^^. . .^ also von Am^ Am\\^ Amr^, . • • abhäogenden Gebiete z durch eine nach 

m 

ganzen positiven Potenzen von \/w'-Ao fortschreitende Reihe darstellbar ist, die in jedem Punkte des 
Gonvergenzgebietes m Werthe besitzt, weil die mte Wurzel m-deutig ist. 

§ 29. Erweiterung des Umkehrproblems. Wir betrachten jetzt eine Reihe a = OiS + 
a^s^ + a^s^ + . . . + OnS^ + . . ., in welcher a, a^, 02, «3, ... um Null reguläre Functionen von z sind, die 
sich nach ganzen Potenzen von z entwickeln lassen. Dabei nehmen wir an, dass a mit z verschwinde, 
üi hingegen mit z nicht verschwinde. Dann sind auch a : a^ = c', Oj • «i = — c'j, . . . , a„ : ai = — c'», . . . 
in der Umgebuug des Punktes Null reguläre Functionen, also durch Reihen darstellbar, die nach ganzen 
Potenzen von z fortschreiten. Dabei ist noch vorauszusetzen, dass das Gonvergenzgebiet von Un nicht 
mit wachsendem n gegen Null convergirt, woraus dieselbe Eigenschaft für c\ von selbst fliesst. Hierauf 
machen wir die Substitution z = ag und richten a so ein, dass die Reihen c', c^2) ^^s» • • • f^i* £ ^^ 1 
noch convergiren. Die Goefficienten der Potenzen von g in diesen Reihen besitzen alsdann in Bezug 
auf ihren absoluten Betrag eine obere Grenze, ein Maximum G, weil sie mit wachsendem Index gegen 
Null convergiren. Mit dieser Grösse dividiren wir und setzen c': ö = c, (^2 • ^^ = ^2» • • •> <^n iG^Cnj . . ., 
so dass wir es mit der Gleichung zu thun haben 

C — S "^~ C2 S "■" C3 S ^~" ... *"~" Cn S^ """" • • • j 

worin c, C2} C3, . . . nach ganzen Potenzen von g fortschreitende Reihen sind, deren GoefBcienten ihrem 
absoluten Betrage nach kleiner oder gleich den Goefßcienten der Reihe 1:(1 — g) = l + £ + £^ + g* + ... 
sind, während c mit g verschwindet Ist nun abs^<\j so sind die C29 Cs, . . . sämmtlich endliche 
Grössen < 1 : (1 — aft^ g), und es ist daher nach § 27 s =^ c + bic^ + b2C^ + . . • + &»c*+^ +.... worin ^i, 
b^y > ' n bn, ' ' ' formal positive Polynome von 02, C3, ... Cn+29 • • • sind, und mithin Functionen von g, 
die so lange regulär sind, als abs^< 1 ist, und es convergirt diese Reihe jedenfalls so lange c den 
Werth (1 — äbsQiid — abs^) nicht übersteigt. Dies hat für Werthe von g, deren absoluter Betrag eine 
gewisse von den Goefficienten in c abhängige, jedoch von Null verschiedene Grösse nicht übersteigt, 
sicher statt, weil c mit g verschwindet. 

Die hier unerlässlich zu erledigende Frage ist aber die, ob sich diese Reihe auch nach Potenzen 
von £ ordnen lasse. Zu diesem Zwecke betrachten wir die Reihe = y + ft 7^ 4- fty* + • • • + /9n-i7" + • • •> 
in welcher die ßi^ ^29 • • •> i^n» • •• ^^^ ^^^ b^ ^2» • • •> ^n» • • • dadurch hervorgegangen sind, dass die 

T h m a e , Thetafanct Ionen. 3. Aafl. 5 
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^2, C3> • • •> <^«> • • • Bämmtlich durch l + g + g2-}-.,,= i :(i — g) ersetzt worden sind, und in welcher 

7 — g : (1 — g) = g + g2 -I- g3 + ^ _ igt. Es sind nun die Coef&cienten in y, A , A) . . -, ^»> • • m ^^^^ dem 

absoluten Betrage nach grösser oder mindestens gleich den entsprechenden in c, &i , &2 > • • • > ^»i • • • i ^^^ 

es werden also auch, wenn man nach Potenzen von g ordnet, die Goefficienten der Entwickelung von 

y^ßn^i grösser, mindestens aber gleich den Goefficienten von c^b»j^i sein, Dass aber Sy^ßn+i sich in 

eine Potenzreihe nach g umordnen lasse, ist leicht ersichtlich. Es ist nämlich o eine Irrationalität und 

durch die Gleichung g = ö (1 — g) — <j<j : (1 — ö) oder öö (2 — g) — (j + g = bestimmt und lässt 

2 1/3 

sich nach Potenzen von g entwickeln, so lange äbs^< — ^ — die kleinere Wurzel der Gleichung 

1 — 4g (2 — g) = l — 8g + 4g^ss0 ist. In demselben Umfange muss um so mehr sich die Reihe 
für s in eine nach Potenzen von ^ = z:a fortschreitende Reihe umordnen lassen, so dass wir zu dem 
Resultate gelangt sind. 

Ist a + 0^3 + «2*^ + . . . + öiiä" + . . . eine in einer bestimmten Umgebung von z^O und $^=-0 conver- 
gefite Doppelpotenzreihe, sind also a, a^, Oi, . . ., On, . . > Reihen, die nach Potenzen van z fortschreiten, 
und verschwindet a mit z, hingegen verschwindet üi mit z nicht, so ist s eine Function voh z, die in einer 
bestimmten Umgebung des Punktes Null regulär ist. 

Die letzten drei Paragraphen finden sich schon in meiner „elementaren Functionentheorie' 
(Halle 1880) auf Seite 108—110. 

§ 30. Umkehrung der regulären Functionen. Es sei w{z) in einem einfach zusammen- 
hängenden Ebenenstück S eine reguläre Function, deren Ableitung in 5 nicht verschwindet, die keinen 
Werth zweimal annimmt, und die bis zum Rande und auf dem Rande von S jedenfalls stetig ist Dann 
bedecken die Werthe von w in der it^Ebene einen einfach zusammenhängenden Bereich 21 einfach und 
überall, ich meine so, dass w im Innern der dem Rande s von S entsprechenden knotenlosen Gontour 
c von 2 auf jeden Punkt einmal und nur einmal fällt — Wegen der Stetigkeit von w am Rande ent- 
spricht in der That dem Rande s in der n^Ebene ein continuirlicher geschlossener Zug, der keinen 
Knoten hat, weil in S kein Werth, den Rand eingeschlossen, zweimal angenommen werden solL Ist 
nun wq der Werth von w im Punkte zo i™ Innern von 5, so ist der Zuwachs, den lg(w — wq) erfährt, 
wenn z um den Rand von S herumgeführt wird, gleich der mit i multiplicirten scheinbaren Grösse 
von ö vom Punkte wq aus gesehen, und zugleich auch gleich 2ijt nach § 20, weil w{z) in S den Werth 
wq nur einmal annimmt Ist aber a irgend ein Punkt der n;-Ebene, so ist J'dlgiw — a)=^J*dw:{w — a), 
die scheinbare mit i multiplicirte Grösse von 0, gleich 2};r, wenn a im Innern von 0, gleich Null, wenn 
a ausserhalb liegt. Es wächst aber lg{w — a) um dieselbe Grösse, wenn w nm a herumgeführt wird, 
als wenn z um den Rand s von iS herumgeführt wird. Liegt also a im Innern von 2, so ist der Zu- 
wachs 2iJty und es muss nach % 20 w den Werth a in 5 einmal annehmen. Liegt a ausserhalb, so ist 
der Zuwachs von lg{w — a) Null, und w nimmt in S den Werth a nicht an. Der Satz von der Reihen- 
umkehrung (§ 27) führt zu dem Schluss, dass z ia 2 eine reguläre Function von w sei. 

Nimmt w in S denselben Werth mehrmals an, so kann 2 die n;-Ebene hier und da mehr- 
fach überdecken, und wenn w'{z) in S verschwindet, so können in £ Punkte auftreten, Yerzweigungs- 
punkte, um die herum sich w in verschiedene Zweige fortsetzt Doch brauchen wir auf solche Fälle 
an dieser Stelle nicht einzugehen. Es kann aber auffallen, dass in den obigen Schlussfolgerungen von 
der Voraussetzung, w^z) sei nicht Null, kein Gebrauch gemacht worden ist Es rührt dies daher, dass 
das Verschwinden von w\z) schon durch die Annahme, w nehme jeden Werth nur einmal an, von 
selbst ausgeschlossen ist 

§ 31. Fortsetzung einer regulären Function. Ist eine Function w{z) in einem Gebiete S 
regulär, so lässt sie sich in jedem Punkte zq dieses Gebietes durch eine Potenzreihe darstellen, deren 
Gonvergenzkreis den Rand von S entweder berührt oder aber auch überschreitet. Im letzteren Falle 
wird die reguläre Function w{z) durch die Reihe über das Gebiet S hinaus definirt, sie wird, wie man 
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sich ausdrückt, als Fanction der complexen Veränderlichen über S hinaus fortgesetzt — - Man pflegt 
den Satz auszusprechen: eine Function, die in einem noch so kleinen Gebiete, ja in einem noch so 
kleinen Curvenstückei oder sogar in einer discreten Mannigfaltigkeit von unendlich vielen Punkten ge- 
geben ist, lässt sich nur auf eine Weise als Function der complexen Veränderlichen fortsetzen, welcher 
Satz aber, weil man doch auch von mehrdeutigen oder mehrändrigen Functionen spricht, von denen der 
Logarithmus und die aus ihm definirten allgemeinen Potenzen Beispiele liefern, noch mehrfacher Be- 
leuchtung bedarf. 

Sind zwei Functionen, ^1(2:), fV2iz), in einem noch so kleinen Gebiete regulär, und stimmen sie 
in diesem Gebiete in unendlich vielen Punkten, die den Punkt zq zum Grenzpunkt haben mögen, 
tiberein, so ist ihre Differenz ebenfalls regulär, nach Potenzen von z — zq entwickelbar, und es sind, wie die 
Methode der unbestimmten Goefficienten lehrt (vgl. z. B. meine „elementare Functionentheorie*, S. 43, § 62), 
die Entwickelungscoefficienten Null, weshalb Wi(z) — W2{z)^=fv{z) zunächst in einem Kreise q, dessen 
Mittelpunkt zq ist, und dessen Band das gegebene Gebiet von Innen berührt, identisch Null ist. In 
jedem andern Punkte 2^0 dieses Gebietes S müssen demnach auch die sämmtlichen Ableitungen von wi 
und fV2 einander gleich sein Wählt man z^o bo, dass der zugehörige Convergenzkreis q% der S von Innen 
berührt, theil weise aus q heraustritt, und entwickelt wi, w^ nach Potenzen von z — z^q, welche Entwicke* 
lungen im Gebiete q^ sicher convergiren, so sind die Entwickelungscoefficienten von w^ und tv^ einander 
gleich, Wx — tv2 ist auch in dem erweiterten, durch q und q^ bestimmten Gebiete identisch Null Wählt 
man in dem erweiterten Gebiete einen Punkt z^^q so, dass der zugehörige Convergenzkreis q^^ theilweise 
aus diesem Gebiete heraustritt, so erhält man ein wiederum erweitertes Gebiet, in dem identisch wi — tv2 
= ist Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man zu dem Schlüsse, dass in dem ebenen Ge- 
biete Sj in welchem tvi^ W2 regulär sind, diese Functionen identisch gleich sein müssen. Lässt sich aber, 
was nicht nothwendig der Fall ist, ein Punkt a in 5 so bestimmen, dass die Entwickelung von rvi{z) 
und, da die Goefficienten dieselben sind, auch die von n>2{z) in einem Kreise R convergirt, der theil- 
weise aus S heraustritt, so sind die Functionen auch in dem erweiterten Gebiete, in das Wx und W2 durch 
die Entwickelungen fortgesetzt sind, identisch gleich. Da dies für jede mögliche Fortsetzung gilt, 
so ergiebt sich eben der Satz, dass sich eine Function, die in einem beliebig kleinen Gebiete (oder 
auch nur unendlich oft in demselben) gegeben ist, nur auf eine Weise analytisch oder als Function 
der conoplexen Veränderlichen oder, was nach dem Früheren dasselbe ist, durch Potenzreihen fort- 
setzen lasse. 

Es ist dieser Satz in der Analysis oft von grossem Nutzen. Es gelingt nämlich häufig, die 
Identität zweier Functionen der complexen Veränderlichen z, wy{z) und W2{z)j mit Hilfsmitteln nachzu- 
weisen, die nur für ein beschränktes Gebiet anwendbar sind, z. B. nur für reelle z. Es folgt dann die 
Richtigkeit der Identität für alle Werthe von z, bis zu denen hin die Functionen sich analytisch fort- 
setzen lassen. 

Ist die Fortsetzbarkeit einer Function auf ein endliches Gebiet beschränkt, wofür die Theta- 
faiictionen ein Beispiel liefern werden, so nennt man den Rand dieses Gebietes die natürliche Be- 
grenzung dieser Function. 

Es tritt aber der Fall, dass eine Function der complöxen Veränderlichen z über ein Gebiet S 
überhaupt nicht fortgesetzt werden kann, in der gemeinen Analysis viel seltener ein als der, dass nur 
einzelne Punkte niemals in das Innere eines Convergenzkreises fallen, dass einzelne singulare Stellen 
der Fortsetzung einer Function hemmend in den Weg treten. Sind solche Punkte Pole, so lässt sich 
die gegebene Function in ihnen durch eine Potenzreihe darstellen, die einige ganze negative Potenzen 
enthält, und ist sie in einem Gebiete S' regulär, welches aus S dadurch entstanden ist, dass ein Punkt 
durch eine (beliebig kleine) Berandung ausgeschlossen wird, so ist die Function nach dem Laurent'schen 
Satze in der Umgebung dieses Punktes durch eine Potenzreihe darstellbar, die, allgemein zu reden, 
unendlich viele positive und negative Potenzen enthält Jene Stelle ist dann eine sogenannte wesent- 
lich singulare Stelle von derselben Eigenthümlichkeit, wie sie einer ganzen transcendenten Function im 
unendlich fernen Punkte zukommt Diese Fälle geben offenbar zu einer Mehrdeutigkeit der Fortsetzung 

5* 
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keine Veranlassung. — Es kann aber vorkommen, dass ein Punkt a eine andere Art von Singularität 
aufweist. Es mögen Zf^y z^^ z^^ . . .^ Zn^ Zo eine Reihe um a in einer gesehlossenen Linie herumliegender 
Punkte sein. In jedem ist iv{z) in eine Potenzreibe entwickelbar mit den Gonvergenzkreisen q^^ qx^ 
(hi • • M Qny deren Ränder sämmtlich durch a gehen. Es liegt zi im Kreise Qq, z^ im Kreise Qi^ . . ., 
z» im Kreise Qn-ij und Zo im Kreise ^n; die Kreise Qn und Qo überdecken sich t heil weise. Dann ist 
es keineswegs nothwendig, und lg z mit der singulären Stelle Null ist das einfachste Beispiel einer 
solchen Function^ dass in den sich überdeckenden Punkten in (»o, Qn die Werthe von w{z) dieselben 
sind. Es kann sich fv{z) bei Fortsetzung der Function um die Stelle a herum, wie man sagt, ver- 
zweigen, in denselben Punkten verschiedene Werthe annehmen, weshalb dieser singulare Punkt ein 
Verzweigungspunkt genannt wird. Soll für solche Fällender Satz von der Einheit der Fortsetzung 
einer Function noch aufrecht erhalten bleiben, so muss, wie unmittelbar ersichtlich, für solche mehr- 
ändrige Functionen dieser Satz in gewisser Weise näher bestimmt werden. Wir nennen die geraden 
Verbindungslinien der Punkte 2:0, J^l, ^2, . . ., Zmy deren Gonvergenzkreise Q^ij Qu Q^} • • 'y Qm so beschaffen 
sind, dass (»o ^i> (^i ^2» • • m Qm—i Zm enthält, den Weg der Fortsetzung. Dama sind die Fortsetzungen 
zweier Functionen w^, tv^, die in einem Gebiete übereinstimmen, so lange identisch gleich, als die Fort- 
setzungen auf gleichen Wegen hergestellt werden, was keiner besonderen Erörterung bedarf. 

In besonderen Fällen, wie beim Logarithmus, hat man einfache Hilfsmittel, die durch ver- 
schiedene Wahl der Wege entstehenden verschiedenen Fortsetzungen von einander zu trennen, die 
Function in einändrige Zweige zu zerlegen. Oder es können die Riemann'schen Flächen (statt der 
Ebene) dazu dienen, die Mehrändrigkeit der Functionen zu beseitigen. Ein Eingehen auf diese 
Methoden und Gebilde vermeide ich jedoch jetzt in der Meinung, dass die sich hier von selbst er- 
gebenden besonderen Beispiele solcher Methoden und Riemann'scher Flächen ausserordentlich geeignet 
sind, auf allgemeinere Betrachtungen dieser Art vorzubereiten. 

Es wird sich für's Folgende empfehlen, eine in einem Gebiete S reguläre Function kurz „eine 
in S ganze Function'', und wenn sie nur Pole hat, „eine in S rationale Function*' zu nennen. 



Die doppelt periodischen und die Thetafunctionen. 

§ 32. Bezeichnung. Bei der Darstellung der doppelt periodischen und der Thetafunctionen 
durch Reihen und Summen macht sich das Bedürfniss nach einer kürzeren Bezeichnungsweise geltend, 
obschon die, welche die Summation durch ein vorgesetztes S und das Produkt durch ein vorgesetztes J7 
ausdrückt, sehr correkt ist; sie macht aber noch eine Angabe des Summations- bez. Produktindex und 
ausserdem des Anfangs- und Endgliedes nöthig. Dies vermeiden wir dadurch, dass wir den Zeichen 
@, @, denen ein Term mit dem Unterscheidungszeichen m oder m'^ m"^ mi, in^ u« s. w. folgt, und dem 
Zeichen $, dem ein Term mit der Marke n, n^ u. s. w. folgt, ein- für allemal eine bestimmte Bedeutung 
geben. Es soll nämlich gesetzt werden 

©9)(m) = 9)(l) + 9p(2) + ..., @9?W=---y(— 2) + 9P(— l) + 9)(0) + 9)(l) + ..., 

^^(n) = 9?(0)9o(l)^(2). . . in infinitum. 
Treten aber Doppelsummen oder Doppelprodukte auf, bei denen ja die Summationsfolge bez. Factoren- 
folge nicht immer vertauscht werden kann, so soll der Posten bez. Factoren bildende Buchstabe als 
Index an die Zeichen ^ und @ gehängt werden. — Die Variabele ist bisher mit z bezeichnet worden. 
Bei Untersuchung doppelt periodischer Functionen ist aber der Buchstabe u beinahe typisch geworden, 
weshalb derselbe auch hier gewählt werden soll. Ausserdem soll derselbe aber auch als Functions- 
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zeichen benutzt werden. Es fehlt bis heute noch an einem einfachen, allgemein anerkannten Zeichen 
für die Umkehrung der einfachsten doppelt periodischen Function, oder ftlr das Legendre'sche elliptische 
Normalintegral erster Gattung. Durch u(z) oder die später zu erklärende nähere Bezeichnung u(j5fZ) 
soll hier dies Integral gekennzeichnet werden. — Jede doppelt periodische Function, d. h. jede Function 
tv(u)y welche fQr ganze positive oder negative i^u (i-z die Gleichung befriedigt rv(u+iiiJti + fi2Jt2)=fv{u\ 
lässt sich, wie sich zeigen wird, durch gewisse specielle unter ihnen darstellen, und unter diesen 
zeichnen sich besonders solche aus, welche entweder gerade oder ungerade sind, also entweder die 
Gleichung w( — u)=^fv{u), oder die Gleichung w{ — u) = — fv{u) befriedigen. Bei den geraden oder 
ungeraden Functionen spielen aber die, Periodicitätsmoduln oder kürzer Perioden genannten, 
Grössen x^ , jt^ i^cht bloss, sondern schon ihre Hälften -j-^tj -r ^2 ^^^^ hervorragende Rolle. Aus 
diesem Grunde wollen wir uns dem Gebrauche anschliessen, den Perioden die Form 2jri, 2:;r2 zu geben. 
Erscheint in einigen Sätzen das Mitschleppen des Factors 2 lästig, so lohnt sich in vielen andern Fällen 
diese Schreibweise durch Kürze. Auch bei den einfach periodischen Functionen sin t<, cos Uy deren 
Periode 2jr ist, tritt schon eben dieser Factor 2 auf. 

Besteht zwischen zwei Zahlen u und v die Gleichung u = t; + 2^ijri + 2jE<2^2y worin je<], (i^ be- 
liebige ganze positive oder negative Zahlen sind, so nennt man u und v einander nach den Moduln 
oder Perioden 2jri, 2jr2 congruent und schreibt u ^ t; (2jri, 2:7r2), oder wenn keine Verwechselung mög- 
lich ist, nur u^v. Incongruente Zahlen sind solche, zwischen denen eine Gleichung der gegebenen 
Form nicht besteht. Unter /iyV, m^n verstehen wir vorwiegend ganze positive oder negative Zahlen, 
auch dann, wenn /e/, 1^, . • . mit einem Index versehen sind. — Die doppelt periodischen Functionen, die 
hier behandelt werden, sind, vom unendlich fernen Punkte abgesehen, ausschliesslich überall eindeutige. 

§ 33. Primitive Perioden. Elementarparallelogramme. Die trigonometrische Function 
sin u besitzt die Perioden 2 . 2jr und 3 . 2jr. Man wird sie aber deshalb nicht eine doppelt periodische 
nennen. Beide Perioden sind ja Multipla der einen 2:7r, und nur diese verdient den Namen einer 
eigentlichen oder primitiven oder Elementarperiode, obschon 2jr in der Regel nur schlechthin die 
Periode ohne Epitheton genannt wird. Besitzt die Function w(u) die Perioden 2:?r| und 2jr2, so ist 
auch 2jt^^=2(iiJti+2(i2Jt2 eine Periode von fv{u). Sind jr^, jt2 so beschaffen, dass jede Periode von 
fv(u) in die Form 2^i^i + 2^jr2 gesetzt werden kann, so nennt man 2jri, 2;7r2 Elementarperioden 
oder primitive Perioden. Sind 2jri, 2:7r2 Elementarperioden, und sind /ii, (i^, v^^v^ solche ganze posi- 
tive oder negative Zahlen, für welche n^v^ — f^i^i = ± 1 ist, so sind auch 2jt\ = 2j[£i jti -f- 2/£2^2> 2;?r'2 = 
2viJtx + 2v23t2 ein Paar primitiver Perioden. Denn aus diesen Gleichungen folgt 

-t 2jti = 2^'i ^2 — 2:?r'2iM2, ±2^2 = — 2viJt\ + 2(1^x^27 
und jede ganzzahlig linear durch 2^i, 2jr2 darstellbare Periode ist ebenso durch 2x\y 23t\ darstellbar. 

Es wird im folgenden Paragraphen erwiesen werden, dass die vier Punkte der t«- Ebene, t^oy 

«10 — «00 + 2:?ri, «Ol = ««0 + 2jr2, 2^11 = «00 + 2^i + ^u ©in 
wirkliches Parallelogramm bilden, wir nennen es ein Perioden- 
parallelogramm, und wenn 2jri, 2jr2 Elementarperioden sind, 
ein Elementarperiodenparallelogramm, oder kürzer ein Ele- 
mentarparallelogramm. Durch Wiederholung der Construction 
dieses Parallelogrammes nach Art der nebenstehenden Figur 
bedeckt man die ganze Ebene mit einander congruenten 
Parallelogrammen, deren Ecken Träger von Zahlen der Form 
«^v = t<oo + 2^1^ + 2:^2^ sind. Das Parallelogramm mit 
den Ecken m^^, w^^ ,,, w^,v^.i, w^+i,v+i mag kurz als 
das Parallelogramm UfJ^y bezeichnet werden. Eine 
doppelt periodische Function ist nun offenbar vollständig 
bestimmt, wenn sie in einem dieser Parallelogramme be- 
stimmt ist Liegt u im Parallelogramm t^o^ bo liegt der 
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Träger der u congruenten Zahl u + 2(ijri + 2vjt2 im Parallelogramm t^^^, und umgekehrt, jeder Punkt 
in Ufjty ist Träger einer Zahl u*^ zu der es eine im Parallelogramm uq^ congruente u giebt, und da 
n;(uf)s=afv(u) ist, 80 braucht man w{u) eben nur im Parallelogramm u^q zu kennen, um diese Function 
überall zu kennen. — Der unendlich ferne Punkt der u-Ebene ist jedem Punkte congruent Daraus 
flieset von selbst der Satz, dass eine doppelt periodische Function, wenn sie nicht constant ist, im un- 
endlich fernen Punkte eine wesentlich singulare Stelle besitzen muss, dass sie dort unendlich riel- 
deutig ist. 

Die Ableitung einer doppelt periodischen Function ist ebenfalls doppelt periodisch mit denselben 
Perioden. Denn es ist 

w(u + h + 2(iiJti + 2(i2Jt) — «?(M + 2^|jrj +2/^2^ 2) fv(u + h) — w{u) 

_ _ _ ^ 

w^(u + 2fii üti + 2fji^x^ = ip'(w) . 

Die doppelt periodische Function ist schon bestimmt, wenn sie im Innern eines Perioden- 
parallelogrammes und in zwei in einer Ecke, etwa in t/ooy zusammenstossenden Seiten gegeben ist 
Denn liegt u auf einer dieser Seiten, so liegen die ihm congruenten Punkte u + 2jri oder u + 2jr2, oder, 
wenn u der Eckpunkt ist, Moo + 2jri, Uf^ + 27t^y Woo + 2jri + 2jr2 auf den andern Seiten oder Ecken« 
Deshalb wollen wir, wenn wir von einem Periodenparallelogramm reden, und wenn nicht etwa die 
ganze Berandung ausdrücklich hinzugenommen wird, das Innere desselben, die untere linke Ecke und 
die beiden in ihr zusammenstossenden Seiten ohne die übrigen Ecken und Seiten verstehen, was 
namentlich fQr die sogenannten Liouville'schen Sätze von Wichtigkeit ist. 

Ist :?ri = pi + q^ij jtj = j:?2 + Q%h ^ is* ^ (pi q^ — p^qi) -■ 4 äbs x^ . abs n^ . sin arc(x^ : Jti) der 
Flächeninhalt des Periodenparallelogramms. Entweder die Wahl des Vorzeichens der Perioden oder 
die Wahl der Indices 1, 2 macht es möglich, dass wir weiterhin annehmen dürfen, dass der Flächen- 
inhalt des Periodenparallelogrammes positiv sei. 

Das aus den Perioden 2jt\ = 2fiiJti + 2fi2Jt2, 2jr'2 = 2rijri + 2j^2^2 gebildete Parallelogramm 
hat den Flächeninhalt A(fjiiV2 — gh^i)(Piq2 — P2Qi)i und wenn das Parallelogramm ein elementares ist, 
den Inhalt j!?j ^2 — ^20^1- ^^^ Flächeninhalt aller primitiven Periodenparallelogramme ist derselbe, 

§ 34. Das Periodenverhältniss ist complex. Eine in der ganzen u-Ebene, ausser füru= oc, 
eindeutige, nicht constante Function der complexen Variabein u, welche die primitiven Perioden 2jti, 2^^ 
besitzt, kann nicht existiren, wenn nicht jt^ijti eine complexe, jedenfalls nicht rein reelle Zahl ist. Der 
folgende Beweis bleibt übrigens auch für den Fall bestehen, dass Functionen zugelassen werden, die in 
einzelnen Punkten wesentlich singulär, also vieldeutig sind. 

Angenommen, es sei w{u) eine (im Endlichen rationale) eindeutige Function von u, mit den 
Perioden 2jri, 2jr2, deren Quotient jt2:jti = Q reell ist, und es sei 2jr^ = 2/Efi;7ri + 2/^^2) so dass 
w{u + 2jr') = w{u -h 2/t£i jr, + 2/^2^2) = «'(w), 2x^ eine Periode ist So betrachten wir erstens den Fall, 
dass jt2 und jti commensurabel sind, oder q eine rationale Zahl in kleinster Benennung gleich fiiv, 
oder jr2 = jC£€o, jti = va) ist Dann giebt es bekanntlich immer zwei solche positive oder negative ganze 
Zahlen, ^', v\ für die ^//'+w' = l ist, und es ist 2jt* =2jcxfi' + 2jt2V^=2(ßfi^'\'Vv^a>^m2a) eine 
Periode von w{u)] 2jr| = ^2cD, 2jt2 = v2cD sind Multipla der einen Periode 2co. Die Function w ist 
demnach einfach periodisch, 2jrt, 2jr2 sind zwar Perioden, aber keine primitiven Perioden von w. 

Sind aber zweitens jci und ^2 incommensurabel, ist q irrational, so kann die nach Voraus- 
setzung nicht constante Function w{u) nirgend regulär sein. — Die Zahlen 2jri, 2.2^], 3.2jri, . . ., 
n.2jti, . . . sind einander nach dem Modul 2yt2 sämmtlich incongruent Denn wäre 2njr|^2mjrt (2^2)7 
d. h. 2njti = 2mjci + 2ljt2y (n — m)jti = Ijt^j so wäre gegen die Voraussetzung yt^ixi^ l:{m — n) 
rational. Es liegen daher auf der geraden Strecke s zwischen den Punkten — ^2 ^^^d + ;r2 der u-Ebene 
unendlich viele Punkte ui ^ 2jri, u^ ^ 4^^, . . ., t/n ^= 2njr|, . . ., die alle von einander verschieden sind, 
die daher (wie schon im § 23 erwähnt wurde) mindestens einen Grenzpunkt, vielleicht mehrere^ 
vielleicht unendlich yiele Grenzpunkte besitzen. Es sei der Punkt u^ auf s ein solcher Grenzpunkt 
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Dann giebt es unter den Zahlen Ui, z^, ... unendlich viele^ deren Träger von uf um weniger als die 
beliebig klein vorgegebene Strecke -f!^ entfernt liegen. Es seien u^^2ju;riy Uy = 2vxi zwei solche 
Zahlen, so ist Uy_^fj^--^(v — fi)^:^:^ offenbar eine Zahl, welche, absolut genommen, von Null um weniger 
als € verschieden ist Es giebt deshalb unter den Zahlen tii, t^, . . . auch unendlich viele solche, deren 
Träger dem Punkte Null beliebig nahe liegen. Der Punkt Null ist ein Orenzpunkt der Reihe 
t/i, t/2, . . . Ist nun u ein Punkt, in dessen Umgebung die Function w{u) regulär ist — und einen 
solchen giebt es, wenn anders die Function w(u) unter den Begriff einer Function der complexen Ver- 
änderlichen u fallen soll, gewiss — , so sind die Zahlen u, w + 2jr|, u + 4jti, ..., tt + 2n;ri, ... unter- 
einander incongruent, aber Zahlen u, u + ui, u + u^, .••9 u + Un, ..• congruent, die den Punkt u als 
Orenzpunkt enthalten, und in allen diesen Punkten hat iv(u) in Folge der Periodicität denselben 
Werth. Demnach ist nach § 31 w(u) in der Umgebung jenes Punktes u und folglich tiberall constant, 
was gegen die Voraussetzung ist — Da also arc JC2 : Jti nicht oder jt ist, so ist das Periodenparallelo- 
gramm stets ein eigentliches, nicht ein solches, dessen Ecken in einer Geraden liegen, und hat einen 
bestimmten Flächeninhalt 

§ 35. Eindeutige Functionen einer complexen Veränderlichen mit drei primitiven 
Perioden giebt es nicht Sind 2jri, 2:7r2, 2jt^ drei primitive Perioden der Function w(u)j so giebt 
es zwei reelle Zahlen a, b von der Art, dass 2ji:^=^2ajti + 2bji:2 ist Denn ist ^fi=Pfx + Qfih so sii^d 
die Gleichungen P3 = öpi+&P2> ^3 = fl^i + *^2 lösbar, weil die Perioden primitive sind, also p^q^ — p^q^^ 
nicht Null ist. Stehen nun erstens ah in einem rationalen Verhältnisse zu einander, so dass a^==fiiQ^ 
bm^fi^Q ist, wo ^1, (i^ zu einander relativ prim sind, q aber rational oder irrational ist, so können 
1^1, ^2 so gewählt werden, dass fixv^ — ^i;^=ai igt, und es sind dann 2:?r'i^ 2(/i,jri + ^2^2)> 2jc\=^ 
2(i'i^i + ^2^2)» 2:^:3 primitive Perioden von tv{u). Nun ist aber 2:7r3 = p^',, w(w) besitzt zwei primi- 
tive Perioden, die in einem rein reellen Verhältnisse zu einander stehen, was nach dem vorigen Para- 
graphen nicht möglich ist 

Es erübrigt daher zweitens, den Fall zu untersuchen, in welchem a & in einem irrationalen 
Verhältnisse zu einander stehen, so dass also wenigstens eine dieser Zahlen irrational ist In diesem Falle, 
oder überhaupt wenn a b irrationale Zahlen sind, können unter den Zahlen 2:^3, 4jr3, Gjts, . . ., 2njr3, . . . 
nicht zwei sein, die einander nach den gleichzeitigen Moduln 2jri, 2jr2 congruent wären. Denn wäre 

2wjr3^ 2»ijr3(2:;ri, 2jr2), 2n:»:3 e:^ 2m;r3 + 2/Mi:Ä:i + 2//2^2» 2(n — m)üt^ = ^ii^n^ + 2^jt^^ 
so würde von den Zahlen a = ^i:(n — m), b^=^fJL.i\{n — m) keine irrational sein. Diese Zahlen 2^3, 
4:^3, 6^3, . . ., 2/2^3, . . . aber sind verschiedenen Zahlen t^t, 1^, • . ., t^, . . . congruent, deren 
Träger in der «-Ebene in einem Parallelogramm liegen, dessen Ecken — jti — jt^i ^i — ^2> ^1 + ^2» 
— Jti + Jt2 sind. Diese Punkte besitzen nothwendig mindestens einen Grenzpunkt u^ von der Art, dass 
in jeder noch so kleinen Umgebung desselben unendlich viele der Zahlen t<i, t^2> • • • liegen. Sind 
Um, Un zwei Zahlcu unter ihnen, deren Träger von u^ um weniger entfernt liegen als die beliebig klein 
vorgegebene Strecke £, so ist Un^m = tin — Um eine Zahl der Beihe, die vom Punkte Null um weniger 
als € entfernt liegt Daraus folgt, dass der Punkt Null ein Grenzpunkt der Zahlen ui, t^, . . . ist 
Wird nun ein Punkt u gewählt, in dessen Umgebung rv(u) regulär ist, so hat diese Function in den 
Punkten u, u + uij u + U2, . . >, u + Um • . . denselben Werth wegen der vorausgesetzten dreifachen 
Periodicität. Von diesen Punkten liegen aber unendlich viele in der Umgebung des Punktes Uj und 
es muss deshalb /v{u) in dieser Umgebung und folglich überall constant sein. Eine nicht constante 
Function, die irgendwo regulär ist und drei primitive Perioden besitzt, existirt demnach nicht 

Die nächsten Paragraphen werden eine Reihe allgemeiner Sätze enthalten, die theils von Liou- 
ville herrühren, theils von ihm jedenfalls zuerst im systematischen Zusammenhange vorgetragen worden 
sind, und die man eben deshalb die Liouville'schen Sätze nennt Sie sind von Borchard im 
88'<^° Bande des Crelle'schen Journals veröffentlicht Bei diesen Sätzen besonders darf zu einem Perioden- 
parallelogramm nicht die ganze Berandung gerechnet werden. — Ich wiederhole noch einmal, dass ich 
von der Untersuchung solcher doppelt periodischen Functionen absehe, die im Endlichen wesentlich 
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singulare Stellen haben. Die Multiplicität eines Punktes Unendlich und die Anzahl solcher Punkte 
ist demnach stets als eine bestimmte endliche anzusehen. 

§ 36. Eine doppelt periodische Function nimmt jeden Werth gleich oft an, oder 
sie ist constant Ordnungszahl. Eine reguläre Function, wissen wir, kann, ohne constant zu sein, 
in einem endlichen Gebiete denselben Werth nicht unendlich oft annehmen.^) Schneiden wir aus der 
U'Ebene ein StQck S etwa durch einen Kreis heraus, welches mehrere an einander stossende, zusammen- 
hängende Periodenparallelogramme umschliesst, so bilden die Stellen, ftlr welche die doppelt periodische 
Function in S die Werthe a oder b annimmt, eine endliche discrete Mannigfaltigkeit von Punkten. Daher 
lässt sich eine unter dem Winkel arcJtx gegen die reelle Achse geneigte Gerade so ziehen, dass sie 
in S keinen dieser Punkte trifft. Ebenso giebt es eine unter dem Winkel arc x^ gegen die reelle Achse 
geneigte Gerade, die keinen der Punkte, in denen {fv{u) — a):(w(M) — h) = f{u) verschwindet oder un- 
endlich wird, trifit. Die Geraden g^^ g^ mögen sich im Punkte Uqo treffen. Zieht man durch uio ^^ 
2/00 + 2 ^i eine Parallele zu ^2) durch t/oi'^tioo + Sjri eine Parallele zu ^i, so erhält man ein Perioden- 
parallelogramm, auf dessen Berandung keiner jener Punkte liegt, weil die Werthe von w{u) in gegen- 
überliegenden Punkten der Berandung wegen der Periodicität gleiche sind. Die Function f{u) ist, wie 
jede rationale Function von w{u\ doppelt periodisch und hat dieselben Perioden wie w{u). Es wächst 
lg f{u) um so viele Multipla von 2jrf, wenn u um die ganze Begrenzung des Parallelogrammes tioo herum 
gef&hrt wird, als die Zahl der Punkte Null die der Punkte Unendlich übertrifft. Dieser Zuwachs ist 
aber das über die ganze Begrenzung erstreckte IvLiegr^X J*dlgw{u)=^J'{n>^{u)ifv{u))du. Da der Inte- 
grand w'{u)ifv(TiA) in gegenüberliegenden Punkten der Berandung, ich meine in Punkten, deren zugehörige 
Zahlen sich entweder um Ix^ oder um Ix^ unterscheiden, wegen der Periodicität denselben Werth, du 
aber wegen der Parallelität der Berandung in diesen Punkten entgegengesetzte Werthe hat, so ist die 
Summe zweier solcher Integrationselemente und folglich das ganze Integral Null Es muss deshalb 
/(u) ebenso oft verschwinden als unendlich werden, es muss w{u) den Werth a ebenso oft annehmen 
als den Werth h. Diese Schlussweise würde nur dann hinfällig, wenn fv(u) constant gleich a oder 
gleich h wäre, weil dann igf(u) keinen Sinn hätte. 

Noch ist es nöthig zur vollen Aufrechterhaltung des Satzes, dass rv{u) in einem Perioden- 
parallelogramm jeden Werth gleich oft annehme, einige Bemerkungen anzuschliessen. Wird f{u) im 
Punkte Ua unendlich klein in der nten Ordnung, so muss nach dem 
Früheren dieser Punkt n-msA als ein Punkt Null gezählt werden. Ebenso 
muss man sagen, dass dort w{u) den Werth a n-mal annehme, um den 
Satz aufrecht zu erhalten. Fällt ein Punkt, in dem tv{u) gleich a oder 
b wird, auf den Rand, so darf dieser, wie schon gesagt, nicht in seiner 
ganzen Ausdehnung zur Begrenzung gerechnet werden. Beim Beweise 
haben wir ja diesen Fall zunächst ausgeschlossen. Verschiebt man t<oo 
nach u'oo ^^^ ^^^ diesem Punkte das ganze Parallelogramm parallel 
mit sich selbst, so hat das Parallelogramm z^'oo ^^^ ^oo ^^^ Stück T 

gemein. Ein Stück S von Uqq ist abgestossen, und dafür ein gleich grosses S* angefügt, und zwar ein 
solches Stück, dass zu jedem Punkte in S ein und nur ein Punkt 5^, z. B. m zu m% zugeordnet werden 
kann, deren zugehörige Zahlen nach den Moduln 2 ^t, 2^2 congruent sind. Der fürt^o erwiesene Satz 
wird daher auch für u^^ gelten. Nur wenn m auf den Rand des Parallelogrammes, etwa auf fi, fällt, 
findet eine Modification statt. Rechnen wir den Punkt (i zum Parallelogramm u^oo? so darf ein cor- 
respondirender (i% wenigstens wenn dort w(u) gleich a oder gleich b ist, nicht zum Parallelogramm 
gerechnet werden, weil sonst ein Punkt, in dem rv(u) gleich a oder gleich b wäre, nämlich fi^, in das 
Parallelogramm eintreten würde, ohne dass ein entsprechender fi ausgeschieden wäre. Hierdurch recht- 
fertigt sich unsere Annahme in Bezug auf die nur theilweise Zurechnung des Bandes zum Perioden- 
parallelogramm von Neuem. 

*) Vergl. meine „elementare Fanetionentheorie" § 62. 
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Nimmt eine doppelt periodische Function in einem Elementarparallelogramm jeden Werth n-mal an, 
so sagt man, sie sei eine doppelt periodische Function der nten Ordnung. 

Als CoroUar ergiebt sich, dass eine doppelt periodiBche FonctioDy die nicht constant ist^ im 
Feriodenparallelogramm sicher irgendwo unendlich gross werden muss. Denn da sie jeden Werth gleich 
oft annimmt, so könnte sie keinen Werth annehmen, wenn sie nicht unendlich würde. 

Es mag noch erwähnt werden, dass man den Fall, in welchem ein Punkt Null oder Unendlich 
der Function f{u) auf den Rand f&Ut, auch dadurch erledigen kann, dass man nicht das ganze 
Parallelogramm verschiebt, sondern nur Theile seiner Begrenzung abändert. Wie klein man diese Ab- 
änderungen auch machen mag, immer bedient man sich in solchem Falle eines krummlinigen statt eines 
geradlinig begrenzten Parallelogrammes« Dies hat auch in der That kein Bedenken. Wir wollen jedoch 
erst dann auf solche Figuren eingehen, wenn wir mit Nothwendigkeit darauf geführt werden. 

§ 37. Residuen. Niedrigste Ordnung. Die Summe der ersten Residuen einer doppelt periodi- 
schen Function in einem Periodenparallelogramm ist Null. 

Das ttber die ganze Begrenzung des Periodenparallelogrammes t^oo erstreckte Integral yfi;(u)eft<, 
welches so gewählt ist, dass w(u) nicht am Rande unendlich gross wird, ist einerseits gleich Null, weil 
die Integrationselemente in gegenüberliegenden Punkten der Begrenzung entgegengesetzt gleich sind, 
andrerseits gleich der Summe der Integrale derselben Function Über die Berandungen der Punkte Un- 
endlich von w{u) nach § 14. Ist a ein solcher Punkt, und hat w(u) in ihm die Form 

fv {u) = r^^s^ + / ^""tLi + '" + -^^ + f{^) > 
^ ^ {u — a)" (w — a)"-^ u — a ' '^ ^' 

wo f{u) in der Umgebung des Punktes a regulär ist, so hat das über eine Berandung des Punktes a 
erstreckte Integral Jw(jj^du den Werth 2jtiA--ij ist gleich 2ijt multiplicirt mit dem ersten Residuum 
von w in a. Die Summe der Residuen muss also Null sein. Dass bei unsem Annahmen der Fall, in 
welchem ein a auf den Rand fällt, keine Ausnahme bildet, ist leicht ersichtlich. Als CoroUar ergiebt 
sich hieraus: Eine doppelt periodische Function wird, wenn sie nicht constant ist, in einem Perioden- 
parallelogramm mindestens zweimal unendlich gross erster Ordnung, oder einmal unendlich gross zweiter 
Ordnung, oder die Ordnung einer doppelt periodischen Function ist mindestens die zweite. 

Hieraus folgt beiläufig noch leicht der Satz: 

Wird eine doppelt periodische Function in einem Periodenparallelogramm nur zweimal unendlich 
gross erster Ordnung oder nur einmal unendlich gross zweiter Ordnung^ so ist das Parallelogramm ein 
elementares, die Perioden sind primitive. 

§ 38. Die Summe der Wurzeln Cu c^, . . . der Gleichung w(m) = (7 in einem Perioden- 
parallelogramm ist einer Gonstanten congruent Um diesen Satz zu einweisen, werthen wir 
erst das Integral J" lg w(u) du aus, welches über einen sogleich zu beschreibenden Weg erstreckt wird. 
Wir ziehen vom Funkte icq bis in die Nähe eines Punktes b, in welchem w{u) verschwindet, eine knoten- 
lose Linie /, auf der w(u) regulär ist und nicht verschwindet, etwa bis zum Punkte u\ Das für die 
Zugrichtung linke Ufer von / heisst das positive. Von u* aus ziehen wir um b als Mittelpunkt einen 
Kreis, der eine Berandung des Punktes b bildet. Der Integrationsweg s erstrecke sich nun zuerst über 
das positive Ufer /+ von /, dann über die Berandung (b) von b, diesen Punkt negativ umkreisend, und 
endlich auf dem negativen Ufer l— von / zum Anfangspunkte Uq zurück. Wird u um den Punkt b 
negativ herumgeitihrt, und wird w(u) in b unendlich klein nter Ordnung, so wächst lgw{u) um — 2nijt 
und ist daher auf dem negativen Ufer von / um 2nij€ kleiner als auf dem positiven. Die Integrations- 
richtung auf dem letzteren ist der auf dem ersteren entgegengesetzt. Wird sie aber beidemal in der 
Richtung von td^ nach u^ genommen, so ist das Integral über den beschriebenen Weg 

flgfv{u)du = 

Jlgw(u)du + J'lgw{u)du — flgw{u)du = f2nijtdu + flgw(u)du = 2nix{uf — Uq) + J^lgw(u)dUf 
/+ (b) 7- Y (i) (*) 

T h o m a e , Thetafunotionen. 8. Aufl. 6 
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wo die über t^ und /-^^ also über dieselben Grenzen, erstreckten Integrale zusammengezogen sind, and 
für die DiflFerenz (/^w(m))+ — (^«'(w))~ die Differenz der Werthe von lgw{u) auf dem positiven und 
negativen Ufer von /, durch ihren Werth 2nm ersetzt ist. Ist weiter dbs{b — u')c=r, so ist 

flgw{jji)du = ifrlgtvip + re^e^^dt^ 

und dieser Ausdruck wird, absolut genommen, beliebig klein, wenn u' hinreichend nahe an h gerückt, 
also r klein genug gemacht wird, weil nach bekannten Sätzen rlgwQf + r^^ mitr verschwindet Der 
Werth des Integrales über s ist aber nach dem Gauchy'schen Satze von der Kleinheit der Gontour {V) 
unabhängig, und so folgt Jlgw{u)öu = %n%n{p — tio). 

Wird a für & gesetzt, und n^(u) im Punkte a unendlich gross mter Ordnung, so wird 1 \fv{}i) 
dort unendlich klein mter Ordnung, und die gleiche Behandlung dieser Function liefert die Gleichung 

Jlgw{u)du = — 2mvjt{a — ?<o)- ' 

Wird nun fv{u) im Innern des Feriodenparallelogrammes t/oo nicht am Rande (welcher Fall 
durch Verschiebung des Parallelogrammes leicht zu erledigen ist) in den Punkten ai, o^, 03, . . ., a/< bez. 
in der ^1,1722,%,..., m^ten Ordnung unendlich gross, in den Punkten &i, &2, . . ., 2»i; bez. in der »i, n^^ 
. . . , nvten Ordnung unendlich klein, so ziehen wir vom Punkte uoo ^^s ^^^ Innere des Parallelogrammes 
nach den Punkten b^b^j ... und Ot^ ^9 - • • ui^d um sie herum so wie oben beschriebene Züge, ^i, ^^t 
. . ., Sfi nach den Punkten 6, und Züge ^i, ^2» • • •; ^v nach den Punkten o, die sich weder selbst noch unter- 
einander schneiden. Nun bilden diese Züge mit der ganzen Begrenzung des Parallelogrammes zusammen 
einen Zug a, der ein einfach zusammenhängendes Stück der t<- Ebene völlig begrenzt, in dem w{u) 
überall regulär ist. Zu dieser Begrenzung gehören nach dem oben Ausgeführten beide Ufer ge- 
wisser Theile der Züge s und U Das Integral yV^n;(u)d!M über c ist nach dem Gauchy'schen Satze 
Null. Also hat man 

'=^flgw{u)du =^flgw{u)du-{'flgw{u)du + . . ^+ J'lgtv{u)du+ J*lgw(u)du + ... + J'lgtv{u)du^ 

wenn p die Begrenzung des Parallelogrammes für sich bedeutet. Nun ist aber 

flgw{u)du +flgfv{u)du + ...-}- flgiv{u)du + flgfv{u)du -f . . . + flg w{u)du 

= 1i7t{nx{bx — u^) -f- n2(ft2— «00) + . . . + wv(ftv— «oo) — »»i(ai — «A)o) — • • . — «»/^^(öiM— «00)) 

= 2tjr (nj&i + W2 &2 "P • • • + nvbv — tn^ai — m<ia^ — ... — ntfiafi) , 
weil Wj H-W2-h... -fwv — »i, — m^ — ... — w^, der Goeflficient von uqq, nach dem vorigen Paragraphen 
Null ist. Werden die durch ihre unteren und oberen Grenzen bezeichneten Integrale geradlinig 
genommen, so ist weiter 

J lgw{u)du '^ Jlgrv{u)du + J lgrv(u)du+J Igw{u)du+ J igw(u)du 
p «00 Moo+2;ri iioo+2;ri+2;r4 iioo+2;rj 

ttoo+27r, ^tioo4-27rj 

=! J ikf^M — lgtv{u + 2jt2))du — J {lgiv{u) — lgw{u -f 2^i)) du . 
«00 «00 

Die Functionen unter den Logarithmen der letzten Integranden haben wegen der Periodicität die- 
selben Werthe. Die Logarithmen aber können sich um Multipla von 2i3t unterscheiden, die längs der 
Integrationswege wegen der Stetigkeit dieser Functionen sich nicht ändern. Ist 

Igrviu) — lgtv{u + 23t^ = (i^ lgw{u) — lgtv{u + 2nx) = — /i2> 
so ergiebt sich ^«oo4-2;ri ^Woo-h27r, 

J lg rv{u)du = J 2/iimdu + j2fi2Jtidu = 2ijr (2/t^ijri + 2/[f2^2) • 

P Moo «00 

So folgt schliesslich aus der Gleichung ^^^ rigfv(u)du die weitere 

2ijt (2(iiXx + 2/1^^2) + ^i^ {ihh + ^2*2 + • • • + ^v^v — ^\^i — ^^ — • • • — mfiüfi) =« 
oder n^bi + n-ibi -H . . . -f- nvbv ^ «iiOi-t- »12^ + . . . + mixa^i (2^i, 2jr2). 

Oder kürzer, wenn man jedes Argument so oft zählt, als Punkte Null bez. Punkte Unendlich in ihm 
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zasammenfalleDy und das Zeichen JS eine Summation über alle den Punkten Null entsprechenden Argu- 
mente b bez. ttber alle den Punkten Unendlich entsprechenden Argumente a bedeutet, 

2:a = I!b. 
Sind Ci, cj, . . . die Werthe, für welche w(w) =» (7 oder tv{u) — (7=0 wird, so folgt aus Be- 
trachtung der Function n;(u) — C ebenso 

und damit der zu beweisende Satz. 

§ 39. Sätze über die Bestimmbarkeit doppelt periodischer Functionen durch Eigen- 
schaften in einzelnen Punkten. 

Zwei doppelt periodische Functionen mit denselben Perioden, die bez. in denselben Punkten in gleicher 
Ordnung verschwinden und unendlich werden, sind nur durch einen constanten Factor von einander 
verschieden. 

Da der Quotient zweier solcher Functionen eine doppelt periodische Function ist, die nirgend 
unendlich wird, so ist dieselbe nach § 37 constant, und mithin ist dieser Satz richtig. 

Die Differenz zweier doppelt periodischen Functionen, die dieselben Perioden haben und in 
denselben Punkten unendlich gross derselben Ordnung werden, und in diesen Punkten dieselben ersten, 
zweiten, dritten etc. Besiduen haben, ist eine doppelt periodische Function, die nirgend unendlich wird, 
und ist folglich constant, woraus der Satz fliesst: 

Eine doppelt periodische Function ist durch die Punkte, für welche sie unendlich gross wird, und 
durch die Besiduen in diesen Punkten bis auf eine additive Constante, welche willkürlich bleibt, völlig bestimmt. 

Sind w{u) und (d{u) zwei doppelt periodische Functionen zweiter Ordnung, und sind ai, 0% die 
Punkte Unendlich, 5i, b^ die Punkte Null von n;(t«), a^, a^ die Punkte Unendlich, ß^, ß^ die Punkte Null 
von a>(w), so ist ^, v _ ^ (x>{u-{--^{a^+a^ — a^—a^)) — <o(»i + i-(ai + 02 — «i — «2)) 

Die rechte Seite wird nämlich Null für « = &i. Den Werth cö(&, + -^(ai+a2 — a^ — 02)) nimmt 
aber ö>(w + -2-(ai + a2 — a^ — o^)) auch noch für w = ft2 ^^' Denn die Summe der Argumentwerthe, für 
welche €o(u) denselben Werth annimmt, ist ^ «i + 02 ^ /3i+ 1)2. Umgekehrt, sind u^, u^ zwei Argument- 
werthe von tt, deren Summe u^ + u^z^ax + a^^^ ß^ + ßi ist, so ist co(«fi) = a>(i^), weil die Gleichung 
cr>(tt) = (D{ui) in einem Periodenparallelogramm nur zwei Wurzeln hat. Wird nun 

Wi = öi + -|-(ai+a2 — öl — 02), W2 = ^2 + x(«i+«2 — «i— «2) 

gesetzt, so ist Wl + W2 = fti + ft2+«l + ß2 — Ol — fl2=^^l + «2> 

weil (§ 38) bx + b'i — ai — 02^^ ist. Also wird die rechte Seite unserer Oleichung Null für b^ und b^^ 
unendlich gross erster Ordnung für a^ und (nach ganz analoger Schlussweise) für a^. Der constante 
Factor lässt deshalb nach dem Obigen sich so einrichten, dass rechte und linke Seite gleich sind. Der 
Fall, in welchem w oder co in einem Punkte unendlich gross zweiter Ordnung wird, macht keine be- 
sonderen Betrachtungen nothig, es fallen dann nur entweder Oj und a^ zusammen, oder a^ und a^^ und 
es kann auch beides zugleich geschehen. Der gewonnenen Darstellung kann noch die Form gegeben 

werden wiuS^C-^-C ^(^ + "r(^i + ^^-"^~^))~^(^i+"Vt«i + g2 — «1 — ^2)) 

^ ^ a>(w + 4-(ai + a2 — «1 — «2)) — G>(öi + v(«i + «2 — «1 — «i» ' 

welche Form die Darstellung durch einen echten Bruch heissen mag. Wir sind so zu dem Satze gelangt 

Von zwei doppelt periodischen Functionen zweiter Ordnung lässt sich die eine linear durch die 
andere, nach Abänderung des Argumentes der letzteren um eine Constante, darstellen. Bas Argument ist 
dasselbe, wenn die Summe der Argumentwerthe, für welche die Functionen verschwinden oder unendlich 
gross werden, in beiden dieselbe ist. 

Eine doppelt periodische Function nter Ordnung lässt sich als Produkt vonn — 1 linearen Factoren 
durch eine doppelt periodische Function zweiter Ordnung mit denselben Perioden ausdrücken, wobei jedoch 
die Argumente der in den verschiedenen Linearfactoren enthaltenen Functionen um eine Constante von 
einander verschieden sind. 

6* 
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Die Punkte Unendlich der Function tv(u) nter Ordnung seien ai, o^, . . ., o», die Punkte Null 
biy ^2, ...y bni von denen auch einige zusammenfallen können, wenn fv{u) in höherer Ordnung ver- 
schwindet oder unendlich gross wird; w{u) verschwinde in /Si, jSs ^i^d werde unendlich gross in ai, a^. 
Dann ist 






a>(tt + *»-i) — <ö(a»+ *,-i) 



wenn *i ««» x («i + cej — Oi — Oj), *2 — *i + -5-(fti — 03), *3 = *j+-r(*2 — «4), . . - gesetzt wird. Sind die 
Punkte Unendlich sftmmtlich einfach, so ergiebt sich auch noch eine einfache Darstellung von w{^ 
durch n — 1 ächte Brüche plus einer Constanten. Wird zur Abkürzung -^ («1 + «2 — <h — <h) = ^1 » 
-r(«i+«2 — «2 — ^) = ^2> • • M <o{aiJi + tfjl) = <ö/[i gesetzt, so schreibe man 

Ax . A% . A^ Ai^-^i 



«; (u) — 67 + -7— rH — IT + ^/.._L■;^ — ::r + ^/.._i_A — ir + • • • + 



CO(tt + ri) C9i C0(tt + ^2) Ö>2 C0(tt + /3) «Oj **' CO (w + r»_i) COn^i ' 

in welcher Summe immer zwei benachbarte Brüche einen Punkt Unendlich gemein haben. Nun richte 
man zuerst* Ai so ein, dass (o(u) und Ai:{(D{u+ti) — coi) im Punkte Ot dasselbe Residuum haben, wo- 
durch Ai eindeutig bestimmt ist. Sodann richte man A2 so ein, dass (o(u) und ^i:(g>(u + /i) — g>i) + 
A2 :(so(u + t2) — €02) im Punkte a^ dasselbe Residuum haben, wodurch wieder A^ eindeutig bestimmt ist; 
weiter richte man A^ so ein, dass w(u) und A2:{(o{u + t2) — (Oi) + Ai:{a}{u + t^) — C03) im Punkte Oj 
dasselbe Residuum haben, und fahre so fort bis An^i. Dann ist 



tv{u) 



Ai A2 An^i 



a>{u + ti) — a>i a>(u + r2)— C02 "* a>(tt+^„-i) — co»_i 
eine doppelt periodische Function, die nur in einem Punkte On unendlich gross werden könnte, folglich 
constant ist Damit ist die Darstellbarkeit durch eine Summe von Brüchen erwiesen. — Wird die 
Function fv(u) in einzelnen Punkten unendlich gross zweiter Ordnung, so nehme man diese als zwei 
in der Reihe Oi a^ ...On benachbarte Punkte an. So ändert sich zwar die Bestimmung der A ein wenige 
die Darstellung behält aber ihre Form. Würde jedoch rv(u) in höherer Ordnung unendlich, so müssten 
zur Darstellung in Bruchform Potenzen linearer Brüche herangezogen werden. 

Hieraus geht hervor, dass eine Theorie der doppelt periodischen Functionen sich yorzüglich 
mit den Functionen zweiter Ordnung zu beschäftigen haben wird, weil sich alle übrigen durch diese 
ausdrücken lassen, und unter diesen wird man noch diejenigen vorziehen können, die man für die 
einfachsten hält. Auf die Existenz solcher Functionen konmien wir später. 

§ 40. Beziehung zwischen einer doppelt periodischen Function zweiter Ordnung 
und ihrer Ableitung. Eine doppelt periodische Function zweiter Ordnung w(u) mit den Punkten 
Unendlich ai, a^ und den Punkten Null &i, b^ steht zu ihrer Ableitung in der algebraischen Beziehung, 
dass das Quadrat der letzteren eine ganze Function von w(u) im Allgemeinen vom vierten Grade, wenn 
Ol, 02 aber zusammenfallen, vom dritten Grade ist — Die Function w{u + v) + fv(u — v) wird in den 
Punkten Oi + v, 0% — t^; (h — v^ (h + v unendlich gross erster Ordnung, und es sind diese Punkte durch 
das Semicolon in zwei Paare so geordnet, dass die Summe der Werthe jedes Paares 01+02 ist Die 
Residuen aber in den einzelnen Punkten eines Paares sind entgegengesetzt gleiche. Deshalb lässt sich 
tv{u + v) + fv{u — t;) durch w{u) ohne Abänderung des Argumentwerthes darstellen. Beachtet man noch, 
dass aus w(oi — v) = n;(a2 + v) durch Differentiation folgt w'(o2 + ») = — ir'(oi — i;) und setzt man das 
Residuum yon w{u) im Punkte Oi— >^i (im Punkte 02»» — Ai\ so erkennt man ohne Weiteres die 
Richtigkeit der Gleichung 

^ ^ ^ ' w{u) — w(oi — V) w{u) — fv{ai + v) ' 
und wenn man gleichnamig macht und zur Abkürzung 

TVi + W2 *= (^1 »'(öl — v) + Ai w'(öi+t;) + Cfv{ai — t^) + Cw{ai + v)) : (7, 

«;j.ii^j = (Cw(ai — v)fv{ai + v) — ^iw'(ai — t;)n;(ai + i;) — Aitv*(ai+v)fv(ai — t;)): C 
setzt, 
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w(u + 1;) + rv(u — V) = C . r \ r ^\ • / \ / — \ — \ • 

^ ^ ^ ^ w{u) — w{ai — t;) tv{u) — nf{ai+v) 

Derreeiproke Werth von iv{u) ist ebenfaÜB doppelt periodiBch und zweiter Ordnung, eine ganz 
analoge SchlussweiBe führt daher zu der Beziehung 

1 1 w{u + v) + w(u — v) ^^, rv(u) — fVi w{u) — w^ 

rv{u + v) w{u, — v) iv{u+v)tv(u — v) tv(u) — w(bi — v)'tv{u) — fv{bi + v)^ 

worin w^ tv^ dieselben Grössen als vorhin sind, weil die beiden betrachteten Functionen in denselben 
Punkten verschwinden« Multiplicirt man den reciproken Werth des letzten Ausdruckes mit w{u+v) + 
n;(u — t;), so fliesst daraus die Gleichung 

«,^/-L..A «,^1 ,A^/v W^(^) — ^(^1 — t^) n;{u) — w(bi + v) 

WiU't'V) .WiU V) = — T-T 7 r . — r-^r 7 : — r • 

^ ^ ^ ^ tv{u) — fv{ai — V) w{u) — w{ai + v)^ 

und es sind daher w{u'{-v)f w(u — v) die Wurzeln s^ s^ der Gleichung 

Wo{u)s^—2fFi(u)s + W:i(u) = 0, wo fFo(w) = (w(t*) — ^(«1— t;))(w(w) — w(ai + t;)), 
^i (u) = f C{w(u) — wi) (tviu) — w^), IF^iu) — (wiü) — w(&i — V)) {wiu) — wlbx + v)) 

ist. Ftlr die Differenz der Wurzeln ergiebt sich 

rv(u + v) — w{u—v) = 2]/fFi{u) JVi{u)—Wo{u) W^{u) : fF^iu) 

Der Ausdruck vierten Grades unter dem Wurzelzeichen zerlegt sich in ein Produkt von zwei 
Factoren, von denen der eine nicht von v, der andere nicht von u abhängt Die linke Seite unserer 
Gleichung verschwindet nämlich allemal, wenn rv{u + v)^=w(u — v), also wenn (u + v) + {u — v) = 2u 
^ai + a^ ist. Dies findet fUr vier einander incongruente Werthe statt, die wir mit Oi, (^2, (j^s, O4 be- 
zeichnen wollen, und zwar ist 

Ftlr diese Werthe muss der Ausdruck vierten Grades ebenfalls verschwinden, und folglich ist 

^i(«) ^'i(w)— ^2(w) ^0 («) = c^{v) • nf{u) — w(Oi).w(u) — w{ä^ . w{u) — w(<J^ . fv{u) — w(Ci), 
worin die der Bequemlichkeit halber in Form eines Quadrates geschriebene Grösse c(v)c(v) die Variabeleti 
nicht mehr enthält. Jeder Factor der rechten Seite verschwindet in einem Punkte zweimal, weil 
2ö^ai + ai ist, und so muss es ja auch sein, wenn die Quadratwurzel unendlich klein erster Ordnung 
werden soll. — Auf eine Discussion des Vorzeichens gehen wir jetzt nicht ein, bemerken nur, dass f&r 
zwei benachbarte Werthe von u, die nicht auf ein fallen, das Zeichen der Quadratwurzel bestimmt 
ist, wenn es für einen der beiden Werthe bestimmt ist, wegen der Stetigkeit Denn nur einer der 
beiden Wurzelwerthe im zweiten Funkte ist von dem im ersten Punkte beliebig wenig verschieden. 
Bestimmt man noch c dadurch, dass man u = fri setzt, so folgt 
(I.) w(u + v) — rv{u — v) = 

{fv(bi + v) — w(bx — v)) tv{ai + v)tv(ax — v) ]/{tv (u) — rv (öi )) (w (ü) — w (P2)) (rv (u) — tv fe)) {tv (u) — w (tf 4)) 
l/«;(öi) w(ö2) w(ö^) «;(<J4) * {rv(u) — w(ai—v)),iw(u) — rv(ai + v)) * 

Fällt 02 auf Ol, wird tv in einem Punkte unendlich gross zweiter Ordnung, in welchem Falle 
fv{ai — v)=^w{ai+v) ist, so sind zwar die Schlussmethoden etwas zu modificiren, indessen ist das Re- 
sultat aus dem gefundenen unmittelbar zu erhalten. Es ist dann ^(0i)=»;t;(4-(ai+a2)) = ff^(ai)«» 00, 
und folglich (II.) w(u + v) — w{u — v) = 

tv(bi + v) — fv{bi — v) \/(fv(ü) — 1^(02)) {^(^) — ^ W) (fv(u) — fv(a^)) • 

w(ai — v)' rv{ai + v) 

Erhebt man (L) und (II.) aufs Quadrat, so lässt sich die Richtigkeit der Gleichungen leicht 
a posteriori mittels der Sätze des § 39 verificiren. 

Nehmen wir nun v unendlich klein an, so gehen (L) und (ü.) bez. über in (IIL) 

fv'(u) = w'(&i) l/(ii;(w) — tv{öi)) {w(ü) — fv{c^)) {w(u) — wic^)) {rv(u) — fviOi)) : l/«;(öi) w(0^ w(öi) w(c^) , 

(IV.) w'(w) = w'{bx) l/(w(w) — tv(öi)) (w(ü) — w(ö3)) (w(u) — w{a^)) : \/w{(h)n;(c^)w(a^). 
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Die Ableitung einer doppelt periodischen Function zweiter Ordnung ist eine doppelt periodische 
Function vierter bez. dritter Ordnung mit denselben Perioden. Ist t<i + 1^ = ^i 4- 02 ; so ist 

rv{tiy) » «;(«,), w'(tti) = — «^'(mj). 

§ 41. Darstellung einer doppelt periodischen Function durch eine eben solche 
zweiter Ordnung und deren Ableitung. Es sei zunächst co(u) eine doppelt periodische Function 
zweiter Ordnung mit den Punkten Unendlich a^, a^, während w dieselben Perioden und die Punkte Un- 
endlich Ot, 02 hat So können wir den Fall ai + a^^Oi + as als erledigt ausschliessen, weil nach § 36 
sich unter dieser Voraussetzung od schon durch tv allein ohne die Ableitung darstellen lässt Die Zahl y 
werde so gewählt, dass weder ai+7 noch «2+7 congruent a^ + oi noch gleich a^ oder a^ ist; sie kann 
auf einen der Werthe ^i, ß^ fallen, für welche co verschwindet, wenn einer dieser Werthe die aus- 
gesprochene Bedingung erfüllt. Alsdann lassen sich die Gonstanten A und B so bestimmen, dass 

^(u\ = "^^^ 4- B Diu) = ' ^' "'^''^' "''^''^' '^'(''^ i 

1, w(ai), w2(ai), — w'(ai) \ 

wird. Die Determinante I)(u) verschwindet nicht identisch, wenn ai, a^ ungleich sind, denn der GoefScient 
von rv{u) ist w(ai) — w(«2)-«'(«i) — «'(z) • «'(«a) — «'(z)» worin die Glieder jeder einzelnen Differenz 
nach der gemachten Voraussetzung verschieden sind. Setzt man 

B AI){ß,):{fv(ßO — w(a,))in;(ß2) — wia^)), 

(welcher Ausdruck verschwindet), wenn 7 auf ßi fällt, so verschwindet die rechte Seite unserer Gleichung 
f&r a)(u) im Punkte ßi und deshalb nach § 38 auch im Punkte ß2. Beide Seiten können sich demnach 
nur durch einen constanten Factor unterscheiden, welcher entweder durch das Residuum in a^, oder 
durch einen Werth von o in einem speciellen Punkte zu bestimmen ist. Fallen jedoch a^ und ai zu- 
sammen, so verschwindet I)(u) identisch. Es muss dann für diese Determinante eine andere eintreten^ 
die im Punkte Oi + a^ — ^1 nicht bloss selbst, sondern deren Ableitung auch noch in diesem Punkte 
verschwindet. Setzen wir in diesem Falle 
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"^^""^ -{w{u)-wia,)y (fv(ß{)-w(a,)y ' 

Beide Ausdrücke sind in der Form enthalten 

{Aq + Aiw{u) + A2 rv^u) + A^ fv'(u)) : {w{u) — w(a,)) (rv(ü) — wia^)) ; 
wenn aber 0^ auf a^ fällt, wenn a> und w einen Punkt Unendlich gemein haben, so besteht der Nenner 
nur aus dem einen Factor w{u) — ir(ai). 

Eine doppelt periodische Function nter Ordnung lässt sich durch n — 1 Factoren nach § 39 dar- 
stellen, welche doppelt periodische Functionen zweiter Ordnung sind. Stellt man jeden Factor durch 
w{u) und w\u) dar, multiplicirt aus und beachtet, dass jede gerade Potenz von w\u) eine ganze Function, 
jede ungerade Potenz eine ganze Function multiplicirt in fv'(u) ist, so erkennt man, dass eine Function 
nter Ordnung a){v) in der Form darstellbar ist 

{G^{w{u)) + w\u) G^iwiu))) : G^{w(u)) , 
worin Gi, 6^, 6^3 ganze Functionen von tv{u) sind. 

In ähnlicher Weise lässt sich die Ableitung von a>, die im Allgemeinen eine Function 2nter 
Ordnung sein wird, durch fv(u) und w\u) darstellen. Zwischen a> und rv besteht eine in o> quadratische 
Gleichung, zwischen co^ und w besteht eine in o* quadratische Gleichung; eliminirt man aus beiden w, 
so gelangt man zu dem Satze, dass zwischen einer doppelt periodischen Function und ihrer Ableitung 
stets eine algebraische Beziehung besteht. 
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§ 42. Die doppelt periodische Grundfunction. Da alle doppelt periodischeii Functionen 
durch eine und deren Ableitung darstellbar sind, die man Grundfunction nennen mag, so wird man für 
die Wahl der letzteren eine solche aussuchen, die in irgend welcher Richtung als die möglichst einfache 
erscheint. Da aber der Begriff der Einfachheit einer Sache in den meisten Fällen ein subjectiver ist, 
so kann es nicht fehlen, dass der Eine diese, der Andere jene Function fär die einfachste hält Hier 
soll in dieser Beziehung die Legendre-Jacobi'sche Tradition festgehalten werden, unter dem Text aber 
sollen die Weierstrass'schen Formeln so weit Platz finden, dass der Leser sich in denselben, wenn er 
irgendwo auf sie stösst, zurecht findet. Zunächst nähern wir uns der Legendre'schen Grundfunction 
dadurch, dass wir eine mit dem Argument yerschwindende Function /(u) voraussetzen, deren Ableitung 
die Quadratwurzel eines Ausdruckes vierten Grades ist, der nur gerade Potenzen von / enthält*) 
und von der wir erweisen, dass sie eine ungerade ist. Ist einmal F{u) eine gerade Function von jv, 
ein andermal eine ungerade Function von w^ so folgt aus der Gleichung 

r{u) = dF{u):du = fv\u)dF: dw, 
dass im ersten Falle F* eine ungerade, im zweiten eine gerade Function von tv ist, und es sind des- 
halb die ungeraden Ableitungen von / nach u gerade, die geraden Ableitungen ungerade Functionen 
von fy und weil die letzteren mit u verschwinden, so lässt sich f nach ungeraden Potenzen von u ent- 
wickeln, wenn diese Function in der Umgebung des Punktes Null regulär ist, was vorausgesetzt wird. 
Also ist f{u) ungerade, /( — w) = — f{u). 

Später ergiebt sich, dass das Quadrat von f{u) eine doppelt periodische Function ist, deren 
eine Periode die Hälfte der entsprechenden von f ist. Der Theorie der Thetafunctionen steht im Grunde 
dieses Quadrat näher, als f selbst, weshalb wir den Perioden von / die Form 4jri, 2x^ geben. 

Wird /(m) im Punkte öj unendlich gross, so wird f{u) = — /( — u) auch im Punkte — 0^ un- 
endlich gross. Dieser Punkt — a^ kann aber nicht dem zweiten Punkte Unendlich a^ im Elementar- 
parallelogramm congruent sein. Denn in diesem Falle wäre die Summe der Argumente ti, für welche 
die Function / denselben Werth in einem Elementarparallelogramm annimmt, ^0(4^1,2^2)) u^d es 
müsste der zweite Punkt Null mit dem ersten u = zusammenfallen. Eine ungerade Function von u 
kann aber offenbar f&r ti == nicht unendlich klein zweiter Ordnung und nur zweiter Ordnung werden. 
Es muss demnach — aiE=:ai, — a^^a^ sein, woraus folgt, dass die Punkte Unendlich auf zwei von 
den drei Werthen 2jri, jt^^ 23ti-\-3ti fallen mtlssen. Von diesen Werthen ist die Summe zweier dem 
dritten congruent, deshalb muss der Werth, fttr den u nicht unendlich wird, der zweite Punkt Null sein, 
weil fti + ^2 = + ^2^01 + «2 > [&2^öi + ö2 ist« Nun ist 2;ri-|-jr2 ebenfalls eine halbe Periode von /; 
und es lässt sich deshalb in jedem Falle die Bezeichnung so wählen, dass /'(2^i) = 0, und dass f{pt^^ 
/'(2jri+jr2) = 00 wird, welche Annahme gemacht werde. Die Summe der Argumente, för welche f{u) 
denselben Werth in einem Elementarparallelogramm annimmt, ist dann congruent 2jri, woraus /'(2jri — u) 
= f{u) und weiter 

f{u) = f(2jt,—u) = — /-(u — 2jr0 = —f{u — 2jt, + 4jri) = — /(u + 2jrO, /(m + 2»ijrO = (— l)V(w) 
folgt. Die Werthe, die wir im § 40 mit o^ ö2j <^3) <^4 bezeichneten, sind bez. ^1, djti, ^i + Jra, 3jri + ^2» 
und es ist /■(<^) = -~A<^i)> fifii)'^ — A^^a)- ^^^ Beziehung zwischen f(u) und f*(u) gewinnt deshalb 

Die Function /(^j + m) wird oc für tt = und tt=s=2jri, und fttr m = ^2 ^^^d M = 2^i + jr2, woraus 
fliesst /*(u) . /(t« + jr2) = Const. Die Gonstante ergiebt sich tllr w^-^jt^i 

Const. - fi-^j^^) A-r^2+ ^2) = A-r^2) Ax ^2+ ^2 - 2 jr,) = fi^jt^) A— ^^2) - - /^(x^2), 
so dass man hat f(jt^ + u)= — /^(t^^2)-Aw), A^2 — «*) — /^(-|-5r2):Aw). 

Wir vereinfachen die Beziehung zwischen der Grundfunction und ihrer Ableitung noch dadurch 
ein wenig, dass wir ihr, die wir dann mit S{u) bezeichnen wollen, einen gewissen Factor geben, und 



*) Die Qrnndfanction des Herrn Weierstrass wird mit verschwindendem u unendlich grosB zweiter Ordnung and 
steht zu ihrer Ableitung in der Beziehung p^(,|j -- l/(4p' (u) — g%p (u) — js) . 
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eine Grösse k als Abkürzung einführen mittels der Gleichungen 

Alsdann ist diese Beziehung 

S'(tt) = 5^(0) l/(l — S^(ü)) (1 — k^S^iu)) = S'iO) C(u) D(u) , {?(«) = l/(l — S2(tt)), Z>(w) = l/(1 — ^t^SK«)). 
Fflr k^ gewinnen wir noch einen andern wichtigen Ausdruck durch Differentiation der Gleichung 

nach u. Die Differentiation giebt nach Forthebung des gemeinsamen Factors S^(0) 

\/(i-S^{u)){\-k^S^iuyj = - S^iir^^) \/il—S^(^2+u)){l-k^S^{jt^+u)) : («»(jtj + u)) . 
Hebt man diese Gleichung aufs Quadrat und setzt u »= 0, so entspringen aus ihr die Beziehungen 
l = S^{rr3t2)k\ S^{i^Jt2) = S^(ji:^ + yc^)=l:k\ S(p€2 + u)S(jti—u) = — i:k^S^(u). 

§ 43. Additionstheorem der Grundfunction. Ersetzen wir in der Formel (L) des § 40 
rv durch Sy so erhalten wir die Gleichung 

S(u + v) — S{u—v) 

= 2S{v)S'(u)S(jti+v)S{jit—v):S'{0){S^(u) + S(ji2 + v)S(x2—v)) = 2S(v)S'(u):(l — k^S^(u)S^{v))S'(0), 
und wenn man u mit v vertauscht, 

S{u + v) + S(u—v) = 2S(u)S'iv):S'{0){i —k^S^(u)S^(v)). 
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhält man das Additionstheorem 
^(u 4. ,.» JL S(u)S'iv) + S(v)S'(u) ^ J_ Si u)Civ)D(v ) + S(v)C(u)D{u) 
^ "^^"-^'(0) \ — k^S^(u)S^(v) y(0) \—k^s^(u)S^(v) 

Da S^{u)f S^(p) algebraische Functionen von S(u) bez. ^(t;) sind, so sagt dies aus, dass die doppelt 
periodische Function S ein algebraisches Additionstheorem besitzt, d. h. es lässt sich S(u + v) algebraisch 
durch S{u) und S{v) ausdrücken. 

§ 44. Existenz der doppelt periodischen Function S^(u). Es lässt sich die Function S{u) 
durch eine zweifach unendliche convergente Partialbruchreihe wirklich darstellen, womit die Existenz 
derselben erwiesen ist Die Darstellung des Quadrates dieser Function, welche, weil S(u + 2j€i) »» — S{u) 
ist, die Elementarperioden 2j€iy23t2 und den zweifachen Punkt Unendlich jr2, den zweifachen Punkt Null 
hat, ist jedoch etwas einfacher, weshalb wir diese geben. 

Die unendliche Partialbruchreihe"^) 

_ g g u(2jt2 + 4mijr i + 4^2 ^^2 — ^) 

— ^mi^m,^^_^^ _ 2myj€^ — 2m2Jt2y {^2 + 2miJt^ + 2m2JC2y 
convergirt, wenn 31:2: Jti nicht reell ist, für jeden Werth von u absolut, sofern u nicht auf einen Punkt 



*) Nach Herrn WeierstrasB ist, wenn in der Sammation das Glied mi == 0, mg = unterdrückt wird, 

die einfachste doppelt periodische Function. Dieselbe ist gerade, wird für t<««0 unendlich gross zweiter Ordnung, 
p{u) — (1:m') yerschwindet für ti = 0, so dass in der Entwickelung nach geraden Potenzen von ti die Ot« Potenz fehlt 
£b wird p(ni)^=sei, p(7Ct)^=e%t l'(7rs) = p(7ri + 7ra) = tf3 gesetzt, und aus der Betrachtung der Partialbruchreihe ge- 
schlossen, dass p [tci) -f p («2) + p (yts) = ^i + tf« + ^s = 

ist. Die Function p{u) h&ngt mit einer Function o(u) zusammen, deren zweiter negativer logarithmischer Differential- 
quotient sie ist Dieser Zusammenhang wird vermittelt, und a(u) definirt, durch die Gleichungen 

worin U* ein unendliches Product bedeutet, von welchem ein Factor angegeben ist. In ihm bedeutet w den Ausdruck 
2mi7ri + 2ma7ra, und mi, m« durchlaufen alle ganzen positiven und negativen Zahlen; nur die Combination ini«>0, 
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fällt, der Pol eines Termes der Reihe ist, auf einen Werth, flQr welchen ein Glied der Reihe unendlich 
gross wird. Eine solche Reihe darf gliedweise dififerenzirt werden, woraus folgt, dass rv(u) eine Function 
der complexen Variabein u in unserm Sinne ist, die unendlich viele, aber einzeln liegende Pole besitzt. 
Sie wird überall unendlich gross zweiter Ordnung, wo S^(u) ebenso unendlich gross wird, und ihr erstes 
Residuum ist in jedem Pole wie bei S^(u) Null. Für u = verschwindet sie selbst, und auch ihr erster 
Differentialquotient, wie man aus der Reihe abliest, sie wird also doii: wie S^(ju) unendlich klein zweiter 
Ordnung. Wird nachgewiesen, dass rv(u) die Perioden 2yti, In^ besitzt, so folgt it^(t<) = Gonst. iS^(ti) 
nach § 39, und die Existenz der Grundfunction ist constatirt. Diese Periodicität lässt sich unschwer 
an der Reihe direct nachweisen. Wir können aber auch eine der beiden Summationen ausführen und 
der Reihe dadurch eine Form geben, in der die Periodicität unmittelbar ersichtlich ist. Setzen wir 
jTi = ^ijr'i + ^jr'2, 7t^^=^ v^jt'i + v^jt'^i^ wo (iiV^ — fi^p^ = l ist, so dass ji\ = X\P^ — ^2^> 51^2 = 
— ViJCi+ /ii JTj wird, so folgt 

Die Grössen m\ = mifii + ^2^1» ^\ = ^1 //2 + ^21^2 durchlaufen alle ganzen positiven und nega- 
tiven Zahlen, wenn m^ rn^ diese durchlaufen, und umgekehrt. Deshalb kann man schreiben 

w{u) = ©m-, ©m'2 ((jr^ — u + 2m\x\ + 2 m'2 Jt'^Y ~ (jtj + 2»»^;^ +2^V^j ' 
Die zweite Summation führen wir mittels einer Formel aus, die wir aus einer im § 25 ent- 
haltenen Partialbruchreihe für die Tangente, oder, wenn wir dort h + c für ^ setzen, ftlr die Gotangente 
durch Differentiation erhalten, nämlich mittels der Formel 



2c 
Wird Xi — u + 2m'ix\ für z — h gesetzt, so fliesst daraus 
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aus welcher Form unmittelbar hervorgeht, dass tv{u) die Periode 2jr'2 = — v^nx-^- ^Ain^ hat. Setzt 
man einmal v\ = 1, ii\ = 0, ein andermal v^ = 0, /*i =« 1, so erkennt man, dass w(w) die Perioden In^y 
2^2 besitzt, w. z. b. w. 

§ 45. Darstellung der Grundfunction durch unendliche Producte. Von mächtigerem 
Einfiuss als die Darstellung durch Partialbrüche ist auf die Entwickelung der Theorie der doppelt 
periodischen Functionen die Darstellung durch Factorenfolgen gewesen, weil sie zu den Thetafunctionen 
geführt hat. Im § 26 sind die Mittel enthalten, die Function S^{u) durch den Grenzwerth eines Pro- 
ductes darzustellen, dessen einzelne Factoren die Form haben 



L u Y . A u ^\2 

\ 2nxüti + 1niJtJ '\ 2wijri + (2w2 + l):?r2/ 



die sich für ni «=» 0, 722 = dahin ändert, dass an die Stelle des Zählers u'^ tritt Dieses Grenzprodnct 
darf nicht ohne Weiteres als zweifach unendliches Product aufgefasst werden, weil es nicht absolut con- 
vergent, sondern von der Factorenordnung abhängig ist, und wenn man das Product über einen der 
beiden Indices, etwa n^, ausführen will, so ist eine nebenhergehende Betrachtung des kritischen, die 
Annäherung bestimmenden Integrales unerlässlich. Wir vermeiden diese Untersuchung, indem wir das 
Product über einen Index mittels bekannter Factorendaretellung der Sinusfunction zwar ausführen, aber 
die Richtigkeit a posteriori erweisen. Es findet sich auf diese Weise 

1712=: ist aaBgeschlossen, was durch den Strich am Productzeichen angedeutet wird. o*{ni)\o{ni') wird durch 371, 
<j'(7r2):(7(7r2) durch 372, a*(n9)\a{n^ durch i/g abgekürzt (bei WeierstraBS 17, 17', ri"). Der Zusammenhang der Function a 
mit den Thetafunctionen wird später gegeben. Die in den Anmerkungen eingeführten Abkürzungen sollen keine 
Giltigkeit für den Text haben. Zu bemerken ist noch, dass hier tti für c?, n^ für (5\ n^ für w" gesetzt ist. 

Thomae, Thetafnnotionen. 8. Aufl. 7 
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wo die Prodacte des Zählers und Nenners getrennt werden konnten, weil sie beide absolut convergent 
sind.*) — Die Punkte Null und Punkte Unendlich stimmen beiderseits überein, auch ist die Periodicitfit 
in Bezug auf den Modul 2^| evident. Dass sie auch in Bezug auf In^ yorhanden ist, wird in den 
folgenden Paragraphen erwiesen werden. Die Darstellung lehrt aber auch, dass die Quadratwurzel S{u) 
eine einwerthige Function von u ist — Die unendlichen Factorenfolgen des Zählers und Nenners ron S{fij 
sind es, die man Thetafunctionen nennt, sie sind ganze transcendente Functionen. Die nahe, sich 
später ergebende Beziehung zwischen Zähler und Nenner ist der Grund, dass man beide mit denselben 
Buchstaben bezeichnet und sie durch Indices unterscheidet. Da die Functionen C(u)^ D(u) ähnlich be- 
handelt noch zwei solche Functionen liefern, so machen sich vier Indices nöthig. Zunächst definiren 
wir zwei dieser Functionen durch die Gleichungen 
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welche Functionen in S{u) als Zähler und Nenner enthalten sind. 



§ 46. Formen der die Thetafunctionen darstellenden Producte. So lange man sich 
mit den Thetafunctionen allein, ohne Räcksicht auf die doppelt periodischen Functionen, beschäftigt, 
pflegt man die Bezeichnung etwas dadurch zu vereinfachen, dass man das Argument und meist auch 
das Indexpaar 0,0 unterdrückt und 

z — — ujti:2jti^ u = 2ixiz:j€, Igq ^^ x^ixx^'.jt^^ 8A^(w) = *Aa( — ux3t:2n{) = d-hg{z\ Bkg = ^hg 
setzt. Behält man im Auge, dass dies nur Abkürzungen sind, so ist es unverfänglich, beide Bezeich- 
nungen in derselben Zeile oder Gleichung vorkommen zu lassen. Wir transformiren zuerst die Dar- 
stellung der Function &oi(^)* ^^ ^^^ 

nu \ . /(2n + l)jr:?r2 
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WO von der Formel 



1 — 2^**+*co* h^*""*"* 

^ (l_^n + l)2 • 

5m*a — sm^ß — m(a — ß)sin{a + j9) 



Gebrauch gemacht worden ist 

Vermehrt man hierin z um^ix oder u um — jr^, so bezeichnet man die resultirende Function 
mit 0m(u)— &(u)«=^oo(^)""^(2) ui^d erhält für sie die Darstellung 



*) Ist jF'(ti) = $(t — ^«(ti)) ein absolnt oonyergenteB Prodnct, und ist ^(u) regulär in der Umgebnng von u, 
für welchen Pnnkt kein Fftctor verschwindet, so ist lgF{u) = Slg{i — ^n^i{u)) eine absolut convergente Reihe, die 
gliedweise differenurt werden darf. Daraus folgt, dass F*{u) : Fiu) von der Richtung der Differentiation anabhängig, 
und also F(vl) eine Function der complexen Veränderlichen u ist. 



II) 
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e(u)_Hz)_^ \ + ^' q*'+' 1 + e->'q*»+i ^ + iq''+' cos — + g««+« 
ö«i ~ *oi ~* 1 — «»-+1 • 1 — tf««+i -P (l_^««+i)J 

Wird die Darstellung der Function Qu (u) des vorigen Paragraphen in ähnlicher Weise wie die 
von ßoiiu) transformirt, so erhält man f&r sie eine Form, welche unmittelbar erkennen lässt, dass 
öii(u): ©11 der Function —um —uni 

e ^"' 9oi(tt — Xi) = e 2"' ö(m — jti— jr,) 
proportional ist. Vermehrt man nochmals u um Xi, so erhält man eine Function, die ©io(t<) proportional 
gesetzt wird. Damit haben wir die vier Thetafunctionen, auf welche sich nun die Behandlung der 
doppelt periodischen Functionen wesentlich sttttzt. Um aber ttber das Verhältniss der constanten Factoren 
in diesen Functionen eine feste Verfügung zu treffen, stellen wir die Gleichungen auf 

Einen gemeinsamen von u oder z unabhängigen Factor bezeichnen wir durch 2), und stellen 
die vier Thetafunctionen, indem wir diesen Factor einstweilen willkürlich lassen, noch einmal, durch 
unendliche Producte ausgedruckt, zusammen. 

ö(„) = <^(Z) = #^(z) == ® $(1 + g2n+l^2*) (1 ^ ^2n+lg-2z) = S) ^A + 2g2«+lcw^" + j2(2«+l)\ 

eo,(„) = *„l(r) = ©^(l_^2«+1^2z)(i_^2n+l^-2z)_<j5^^ 2^2n+lcö«^« + ^2(2n+l)Y 

ö,o(«) = *,o(«) — » ei^ie^ + e-') ^ (l + j2n+2^2*) (j + ^2n+2g-2z) 

= 23) \/q COS~^(\ + 2g2«+2co,^ + ^«+4\ 
Ö,i(«) = <^„(2) = ,J)ci'^(e«_e-«)5ß(l_^2n + 2g22)(i_^2«H-2^-2*) 

Aus diesen Darstellungen wird sogleich erkannt, dass d-(z), ^01(2)) ^10(2) gerade Functionen 
von z sind, #ii(z) eine ungerade Function von z ist. Die & verhalten sich in Bezug auf u ebenso. 
— Mit Rücksicht auf I) ergiebt eine einfache Rechnung die folgenden Tabellen: 

lH^ix) = »oi, ^.,(f»jr) = {^, *io(l«Jr) = 0, *ii(i-i^) = — *io, 

*(l-T + ft>) = 0, »odi-r + -^ix) = e-i^»ro, *io(vT + f«>) *ii(H-t + 4-«>) 

(9{xi) = 0ox,^ öoi(^i) = 6', öio(^i)==0, öu(^i) = öio> 

IV) J ©(jTj) = ©i« : iJ'«, ©oi(:«2) = 0, ©10(^2) = Ö:!/"^/, ©n (^2) = » ©oi : Ä', 

l Ö(:»ri + jr2) = 0, ©01(^1 + ^2)= öio : l/ä^i ö,o(jri + :;r2) = — f ©01 ^ l/^, öti(^i +^2) = ©•• l/(?- 
Setzt man z.B. in I) z = — ^r, so ist ^io(— -tt) = ^loCv^) — «"■*^"*"^''* = «~*^^, und 
^11 ( — ^r) = — ^11 (x^) = ie"~^^^(— ijr) = 2e~"^^^oi> u« »• w. — Die Convergenz der unendlichen 
Producte ist an die Bedingung geknüpft, dass absq<il sei, also dass i:^jt^:jcx = t einen negativ reellen 
Theil besitze. Da bei jeder doppelt periodischen Function, die nicht constant ist, nach § 34 das Ver- 
hältniss complex ist, so hat r stets einen reellen Theil. Dieser ist negativ, wenn die Periodenindices 
oder die Vorzeichen der Perioden so gewählt werden, dass der Inhalt des Periodenparallelogrammes 

4 abs jTi . abs jc^ . sin arc (^2 • ^1 ) 
positiv ist, welche Annahme wir schon früher machten. Man pflegt r den Modul der Thetafunctionen 
zu nennen und deutet ihn, wenn nöthig, durch die Schreibweise ^(^, r) an. 



III) 
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§ 47. Functionalgleichungen und Reihendarstellungen der Thetafonctionen. Aus 
der DarßteUimg *(z) = SD^(l + <?2*^^«+^)(l + «-2«^2n + i) 

geht ohne Weiteres hervor, dass &{z) die Periode ijt hat, daas ^(z + tjr) — ^(z) ist Ersetzen wir aber 
z durch z + T, BO folgt 

Multiplicirt man die hieraus entspringenden Gleichungen 

mit einander, so ergiebt sich Ö'(z+/Mr) = tf'~^^*~''''^*(z). 

Es ist r keine eigentliche Periode, aber die Vermehrung von z um t bewirkt doch eine Wieder- 
erzeugung der Function & (z) multiplicirt mit einem Exponentialfactor. Wir wollen deshalb diese Ordsse 
die uneigentliche Periode nennen. Definiren wir d-hg{z) oder ßhg{u) durch die Gleichungen 

., huin .... 
\hH r — -\-ihgt7C 

worin das System der Indices h, g die Charakteristik der Thetafunction heisst, so ziehen wir aus 
der oben gefundenen Periodicität von ^(z) die Functionalgleichungen 

I) < —tiuin ifi*nn^ 

lö*,(w + 2j;jr0 = (— l)**'©A,(tt), ÖA,(w + 2^jrO = (— 1) e ^» «» ©a^(«). 

Die Darstellung durch unendliche Producte lehrt auch, dass die Thetafunctionen in Bezug aof 
e^^^t mit Ausnahme' der Stellen / = und t=^oc überall reguläre Functionen von t sind und sicli 
deshalb nach dem Laurent'schen Satze (§ 22) in eine nach auf- und absteigenden Potenzen von t ge- 
ordnete Beihe entwickeln lassen. Die Functionalgleichungen I) dienen dazu, die Goef&cienten bis aaf 
einen allen gemeinsamen Factor vollständig zu bestimmen. Zu dem Ende setzen wir 

SO folgt aus der ersten der Functionalgleichungen I) 

*»i,(^ + i^) — ©^me'-.C— O'^ — C— l)*^A^(z) = (— l)*©^«e'^ 
und hieraus nach § 22 Am( — 1)*+*» = A^f oder wenn man 2m'+Ä und 2fn'+Ä + l für m setzt, 

Also bleibt ^»m'+A unbestimmt, und es ist 

wenn Bm für A%m+h gesetzt wird. 

Nun wenden wir auf diese Beihe weiter die zweite Functionalgleichung unter I) an, so ist, wenn 
X eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet, 

»H,{z + rx) — EBu e^""^ + ÄZ + 2mr^+ hrx _ ^^^(^) ^ ^^rx^^2xz^gxin 

Setzen wir in dem letzten Ausdrucke m für m — x, so führen wir dadurch nur eine veränderte 
Zählung der Glieder ein und erhalten 

^p-'Tx^ + (^m + h)z—gxi7tD _^ ^g(2m-\'h)z + 2mTx + hTx d 

woraus wiederum nach § 22 folgt 

» - — TX^ — gxin^^D ^2mtx +krx 

^m-\-x'^ ^ /»mc • 

Hierdurch wird jeder CoefiScient mit jedem andern, B^n mit Bm* in Verbindung gesetzt, weil x 
eine willkürliche ganze positive oder negative Zahl ist. Man sieht a posteriori leicht ein, dass diese 
unendlich vielen Gleichungen nicht im Widerspruche mit einander stehen. Es ist aber fttr m >» 
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worin TL beliebig ist, also durch m ersetzt werden kann. So haben wir denn, B statt ^o gesetzt, 

und C«+i: Cm = <j2Tm4-(Ä+l)r + 2«+^t7t^ C-m^i : C^m = tf2mT— (Ä— l)r— 2«-^!«^ 

Beide Quotienten nähern sich mit wachsendem tn der Null dann und nur dann, wenn r einen 
negativen reellen Theil besitzt, und die Reihe convergirt unter dieser Voraussetzung für beliebige end* 
liehe Werthe yon z, was übrigens a priori geschlossen werden konnte. 

Die Constante B beschränken wir durch die partielle Differentialgleichung 

Sie wird erftlllt, wenn 43^:3r = Ä*^, also i? = e*^'^.6^, und (7 von r unabhängig genommen wird. Es 
soll aber C^=^ei^*^ gesetzt werden. Dann gewinnt man die Reihendarstellungen 
»(z) == ^ooW = ©e^^'^+^w« ^ Q(^) =, 1 + 2@^cos{mxu:xt), 

^ji(2) = ©^ \ 2/^2^ =©u(tt) = 2(?*©^('«-0(_i)m-l^^[(2,„_l)jj^.2:;ri]. 

Die Reihendarstellung lehrt sofort, dass man nur Thetafunctionen mit vier verschiedenen 
Charakteristiken zu betrachten braucht, denn es ergeben sich aus ihr leicht die Gleichungen 

Die Charakteristik heisst gerade, wenn h . g gerade ist, ungerade, wenn h . g ungerade ist Von den vier 
Charakteristiken 0,0; 0,1; 1,0; 1,1 sind die drei ersten gerade, die letzte ist ungerade. Aus den Gleichungen 

folgt, dass die Thetafunctionen mit gerader Charakteristik gerade, mit ungerader Charakteristik un- 
gerade Functionen ihres Arguments sind, was aus der Product- oder Reihendarstellung schon fftr die 
vier einfachsten Charakteristiken bekannt ist. Durch Darstellung aller vorkommenden Thetafunctionen 
durch die mit der Charakteristik 0,0 erweist man unschwer die Richtigkeit der Beziehungen 

ht*,^: h'h'i^fr^ irr 



V) 



h'uni ^h^tjtn,_^jn^.^^_^ 



eng{u+h'jt^ +g'jt,) = eh^j,s^g^gs{u)e «* ^» 



§48. Die Grösse % und die Constanten ^, ^oii ^loi ^^i* ^^'^ ^ou z oder u unabhängige 
Constante 2> des vorigen Paragraphen bestimmen wir nach der Methode Jacobi's (Fundamenta nova, 
pag. 178, oder Gesammelte Werke Bd. I S. 230), für den Augenblick 9>(g) für 1 : 2) setzend. Jacobi geht 
von den beiden Gleichungen aus*) 

?ß(l + 2^2'H-ico*2fz + g^<»*+^>) = g)(^)©^~e«"»', 

1co8iz%{\ + 2$«("+^)co*2tz + ^(»+^>) = 9)(^)@^(«H-i)^(«»+i)«, 

welche aus Vergleichung der Darstellung der Functionen ^(2), #10(2) durch Reihen und Producte ent- 



*) Die Verwendung des Bachstaben q in den Thetafnnctionen ist auf die SchOpfer der neuem Theorie der 
elliptischen Functionen, Jacobi und Abel, KurUckzufUhren. Auch in dem Epoche machenden Werke von Briet und 
Bouquet ist er beibehalten. Dann haben sich lange Zeit die meisten Mathematiker dem angeBchlossen, bo dass das g 
hiBtorisch geworden schien. Jetzt scheint die Stellung dieses Buchstaben duroh den vielleicht noch klassischeren h er- 
schüttert. Der Verfasser ist der Tradition treu geblieben. 
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springen. Bildet man das Product ihrer linken Seiten, setzt darin qq für 9, so ergiebt sich die linke 
Seite der letzten Gleichung wieder. Das gleiche muss für die rechten^Seiten statt haben, d« h. es muss 

sein. Beide Seiten lassen sich nach Potenzen von ^ ordnen. Vergleicht man, was beiderseits mit der 
ersten Potenz von ^ multiplicirt ist, so erhält man 

q^iq) = 5p(^)g)(^2)@5r*«^+«« = g>{q'^) g>(q'^) {i + q^ + q^+ q^'^ + q^^+ ...) = i- g>(q^) g>(q^)® ^^"^^^K 
Da nun g)(^)@^'»("»+i) = 2?ß(l + 2g2<-+« + g*(»+i)) = 2^(l + ^2(«+i))2 igt, go folgt hieraus 

y(g*) ^^^jT-j^!"^ ^(^Ill _ «LziiÜl!^^ 

Beachtet man, dass 9(^^)= 1 ist, so erhält man durch den Grenztibergang v^oc aus dem Producte 

<piq) <pm <p{q3 <Pi^_h = yl^^ 1— ^»+1)«*^^ 

das Resultat I) S) = 1 : 9) (g) = ^ ( 1 — ^«("+i)) . 

Setzt man dies in die Darstellungen der Thetafunctionen durch Producte ein, und giebt z den 
Werth Null, so folgt 

II) * = ^(1 — ^«<»+i))(l + ^«»+i)2, {^01 = ^(1 — ^"+'):O + ^""^•0 = *O — ^"'^*)(l — ^•+0^ 

Das Product dieser drei Grössen ist 

^^Q^»^Q = 2^* $ß (1— ^«(-+^>)2(i + «'-^')Hi-^*"^0Hi—^*"+*):O— «'"+') 

= 2g*$(l — ^*<«+^>)2(l — g*(«« + i))(l — ^»+*) — 2^1?ß(l — ^«<*+i>)3. 
Dividirt man die Productdarstellung von ^n(^) durch 2, geht mit z zur Grenze Null über und 
berücksichtigt die Identität 

so erhält man III) d-'n = /*g*^(l— (y^^^+'O^ = 2i^i$(l — ^c+i))», 

und durch Vergleich mit dem obigen Product die sehr wichtige Beziehung 

IV) d-\i = iß"d'Q{ d'xQ y ö'ii = ^ ö 0QI ©10 : 2^1 . 
Jacobi hat die Grösse 9) nicht blos durch ein unendliches Product, sondern auch noch durch 
eine unendliche Reihe dargestellt, indem er wie folgt schloss. Durch Vergleichung der Product- und 
Reihendarstellung der Function ^ii(z) findet man 

2siniz^il — q^^''-^^^){\ — 2q^^'^^cos2iz + q^''-^^) = t(S^"»"» + «»^2m + i)*(_|)«^ 
Wird — l-ijt für z gesetzt, so ist sin l-Jt = -^\/'d, cos~-Jt = — [ und 

= i©^»»+'"( — 1)*"( CÖ5 — ~ — jt — tsm — .T — jrj. 

Combinirt man den m entsprechenden Summanden mit dem — m — 1 entsprechenden, so findet man, 
dass der mit cos {(2m +1): djt) multiplicirte Theil der letzten Reihe verschwindet. Die sin(2{m+l): Sx) 
enthaltenden Glieder ordnen wir in drei Klassen, indem wir für m der Reihe nach 3m, 3m — 1 und 
3m + 1 setzen, wodurch wir die Gleichung gewinnen 

Combinirt man in der letzten Summe wieder jeden der Zahl m entsprechenden Summanden mit dem 
zur Zahl — m — 1 gehörigen, so ergiebt sich, dass sie verschwindet Die zweite Summe geht in die erste 
über, wenn man — m für m setzt. Wenn man noch den Factor i/7 forthebt und q^ durch q ersetzt, so 
findet man endlich die Gleichung 

V) 2) = ?ß(l — ^«<»+l>) = ©(— l)-^3«m+m=:=l_^2_^4+^lO+^U_,... 
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Für die Formel #ii=»=t^^oi^io ^^^e ich einen anderen, ebenfalls auf der Productdarstellung 
beruhenden Beweis in Schldmilch's Zeitschrift (Jahrg. 11 [1866], S. 247) gegeben. Diese Beweise lassen sich, 
weil f&r die Thetafunctionen mehrerer Veränderlichen keine Productdarstellungen existiren, nicht yer- 
allgemeinem. Man hat deshalb noch andere Beweise dieses wichtigen Satzes gesucht und gefunden, 
deren einige wir später besprechen werden.^) 

§49. Das Verschwinden der Thetafunctionen. Aus der Darstellung der Thetafunctionen 
durch unendliche Producte erkennt man sofort, dass die Thetafunctionen ^(z), S(u) bez. in den Punkten 

JL(2fi + \)T + ^(2p + \)ijc, (2i; + l)^i + (2^ + l)^2 
und nur in diesen Punkten verschwinden, und dass also i^*, ^qu ^loi ^n 
nicht verschwinden, weil ein convergentes unendliches Product nur dann 
verschwindet, wenn ein Factor verschwindet. Wir wollen aber für die- 
sen Satz noch einen directen, auf § 20 beruhenden Beweis beibringen. 

Wir suchen die Anzahl der Punkte, für welche ^(z) verschwindet, 
innerhalb eines Parallelogrammes, dessen Ecken o, ijt, r + ijt, r sind. 
Da d^iz) in diesem Parallelogramm nicht Unendlich wird, so wächst 
nach § 20 lg^(z) um so viele ganze Multipla von 2}jr, wenn z in po- 
sitiver Richtung um die Begrenzung s des Parallelogrammes herum- 
geführt wird**), als Punkte im Innern desselben vorhanden sind, für welche #(z) verschwindet Dieser 
Zuwachs ist aber - -^'^ -^ + »^ -^ -^ 



t*\n 
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2^1, 



worin die Integrale geradlinig zu nehmen sind. Es wird demnach ^(z) in jenem Parallelogramm 
nur an einer einzigen Stelle Null, und zwar in der ersten Ordnung. 

Eine analoge Behandlung des Integrales J*^gO'(z)dz liefert den Werth von z, ffir welchen &(z) 
verschwindet; da aber &n{z) ungerade ist, ftir z=^0 verschwindet, so folgt aus der Gleichung 

dass z = -^ij€+-^T jener Punkt ist, weshalb wir diese Beweisführung unterdrücken. 

*) Die Beziehuogen zwischen den Sigma- und Theta-Fanctionen Bind nach der Sammlung des Herrn Schwarz 
in folgenden Formeln enthalten. Es sei 7Cmi,m^ = miTCi-^ tihni, nnd es bilden S* eine Summe, W ein Prodact, in dem 
die Posten bez. Factoren für alle Combinationen ganzer positiver und negativer Zahlen gebildet werden, mit Ansschlass 
der Gombination »ii = 0, m« = 0, so ist 

15^1 35 
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<Jz(m) — e''^^^a{ji2+u) ' ö(:»2) = ^^^0{x2—u) : ö(ji2) • 
^8 = ^1 + ^2 , % = ^i + % = (f'M : <3f (^s), «?i = (^(^i) : ö(^i) , V2 — <^(^t) ' <^(^j) • 
**) Sollte ein Punkt auf die Begrenzung des Parallelogrammes fallen, so muss dieselbe durch parallele Aus- 
bieg^ngen abgeändert, oder das Parallelogramm verschoben werden, vgl. § 86. 
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§ 50. Thetafunctionen höherer Ordnung. Ist q>(z) eine ganze transcendente Function, 
welche die Gleichungen befriedigt 

so heisst g) eine Thetafunction /^ter Ordnung mit der Charakt^eristik hj g und ist in der Form dar- 
stellbar ^ 

worin die Summe Aber die Zahlen r=»0, l,2...,j7 — 1 zu erstrecken ist, und ^ eine Thetafunction 
mit dem Modul px bedeutet. Die Function q>{2) = ^ (;::)" ^oiW^^ioW^^nW*^ ist öine Thetafunction 
a+ß+r+6^r Ordnung mit der Charakteristik y+d, ß+ö. 

Die Function g>(z)e'~^^ hat die Periode »jr und ist deshalb eine reguläre Function von / = e^, 
wovon nur die Punkte ^ = und / = oc eine Ausnahme machen. Nach dem Laurent'schen Satze ist 
daher g^^z) = t^^EBme^^^ 

und genflgt in dieser Form der ersten der unter I) aufgestellten Functionalgleichungen. Wendet man 
die zweite auf sie an, so ergiebt sich 

^+hfit ^ Q ß^^2mz+2mf^t _ g—tpß*—2pfiz ^ß^g'imz-^hZ'^gfxiTt ^ ^—rpfxi + hZ'^'gfxin ©^^^ .^^mz^ 

in welcher letzten Gleichung die Zählung der Glieder um pfi verschoben ist. Hieraus folgt : 

Somit werden alle Goef&cienten, die um p Glieder von einander entfernt stehen, mit einander verknflpft. 
Ist r eine der Zahlen 0, 1, 2, ..., jt? — 1, und setzt man m^^xp + r^ so erhält man 

Die hierin vorkommenden Thetafunctionen sind Potenzreihen, die alle verschiedene Potenzen 
von ^ enthalten, so dass keine lineare Relation mit constanten CoefGcienten zwischen ihnen Statt hat. 
Demnach lässt sich jede Function g)(t\ welche den Gleichungen I) Genüge leistet, durch p von einander 
unabhängige Thetafunctionen pter Ordnung linear und homogen ausdrücken. Hieraus fliesst der Satz: 

Zwischen p+ \, für endliche Werihe des Argumentes eindeutigen und stetigen, cUso auch endlichen 
Functionen einer complexen Veränderlichen z, welche die Gleichungen 

III) g)(z+ Xij€) = (—\)'^^ , g>(z), q>(z + tiT)^(—\)Sff'.e-'''^^''^f^P.g>(z) 
befriedigen, also zwischen p + i Thetafunctionen ptler Ordnung gleicher Charakteristik, besteht stets eitie 
lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten, von denen einige auch Null sein können, 

9 

§51. Beziehungen zwischen den Quadraten der Thetafunctionen. Die Quadrate der 
Thetafunctionen sind Thetafunctionen zweiter Ordnung, und es besteht daher zwischen je dreien unter 
ihnen eine lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten. Wir setzen die beiden Gleichungen an: 

*J.(2) = a'*J , {z) + ß'9-\{z), »IXz) - a"*?,(2) + ß"»Hz) . 
Fttr 2 = haben wir ß' = Ki-^\, ^" = *,', :*2. 

Fürz = ^^, «'=*?.(|):*?.(y) = *':*?o. 

Für z = ^-±^, 

Setzen wir nun zur Abkürzung 

I) *J.:*' = Ö^:Ö» = *, *;.:{^» = Ö2, :©'=*', 
so haben wir hieraus 

k»l(z) = »l{z) + k'»],(z), AröJ,(u)=ÖJ,(tt) + A'Öf,(u), 

und setzen wir in der letzten Gleichung z = ~-ix, so liefert sie die wichtigen Relationen: 

III) i=k^- + k'-^^k^ + k'\ *4 = {^J„+*J,. 



«"=*j.(^V")=*?.C-t--)=*--^'- 
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§ 52. Die sogenannten Additionstheoreme der Thetafunctionen. Läset sich w(u + v) 
durch rv (u) und w (v) ausdrücken, so nennt man die Gleichung, welche den Ausdruck liefert, das Additions- 
theorem der Function rv. Ein solches Theorem ist f&r die Thetafunctionen nicht bekannt, wohl aber f&r 
die Quotienten zweier Thetafunctionen. Gleichwohl hat sich die Gewohnheit eingeschlichen, Gleichungen, 
welche zu den Additionstheoremen der Thetaquotienten fhhren, die Additionstheoreme der Theta- 
functionen zu nennen. 

Die Function d-Hg(z + i)d'h*g*(z — i) ist, in Bezug auf 2: sowohl als auch aufr, eine Thetafunction 
zweiter Ordnung mit der Charakteristik ^ + ^^ g + g'. Hieraus lassen sich die Gleichungen schliessen: 

I) ^*io^ii(2+0*oi(2 — = ^10(0^(0^1 W^oi(z) + ^io(2)^(z)^n(0^oi(0. 
II) ^^10 *il(^— 0*01(^+0 = *io(0^(0^n(2)^oi(«)—^io(^)*(^)*ii(0^oi(0. 

III) ^j.*oi(^+o^oi(^-o= *;,(o^o%(^)-*?.(^)*f.(o. 

IV) *j,*(r+o*(2-o-^H^)^;.(o— ^jo(^)^?,(o = ^^(o*j,(^)-*fo(o*?,(^). 

V) *io^oi ^10(2+0^01 (z—o = ^io(z)«-oi(z)^io(0^oi(0 — ^(z)^ii(z)*(0^ii(0. 

VI) *10^01^10(Z— 0^01(2 + =^lo(z)^0l(2)^lo(0*0l(0 + *(z)^l(2)*(0^1l(0. 

VII) «•^oi^(z+0^oi(« — 0= Hz)^oi(z)nt)^oiit) — &io(z)d'n(z)d-io(t)»ii{t). 

VUI) *l^ol*(z— o^oi(z+0 = *(z)^oi(2)i^(0*oi(0 + *io(z)*ii(z)^io(0^ii(0. 

IX) *j,^i(2z)-i^s,(z)-^;,(z). 

X) »^m^z)= ^'{z)^liz)-^],(z)^liz). 
XI) ^^*,o*io(2z) = ^J,(z)*J,(z)-*»(z){^J,(z). 
XII) *?o*.o(2z) = ^*(z)-^J,(z). 

Von diesen Formeln brauchen nur einige erwiesen zu werden, weil die Methode für alle die 
gleiche ist. Die Thetafunctionen zweiter Ordnung 

*11(Z+0*01(Z— 0, *ll(z)*0l(2), ^1q{z)»(z) 

haben als Functionen ron z die gemeinsame Charakteristik 1,0, es findet daher zwischen ihnen eine 
lineare homogene Relation mit constanten Coefficienten statt Man kann deshalb die Gleichung ansetzen 

*ii(z + »oiiz—t) = A d-ii(z) »oi(z) + Bß-ioiz) Hz)' 
Für zssO ergiebt sich ^ = ^ii(0^oi(0-^^iO} und entweder aus der Symmetrie der linken Seite in 
Bezug auf z und /, oder dadurch dass man z=^-Yi^ setzt, ergiebt sich ^io(0^(0-^^io'»^9 und da- 
mit ist die Gleichung I) ermesen. Verwandelt man Mn — r, so erhält man II) u. s. w. Für t=^z 
ergiebt sich IX) aus III), X) aus IV). XII) ergiebt sich, wenn man aus XI) ^10 (z) und ^11(2:) mittels 
der Gleichungen II) des rorigen Paragraphen eliminirt. 

§ 53. Jacobi's zweiter Beweis der Formel ^n = t^^oi^io. Ordnet man die die Theta- 
functionen darstellenden Reihen dadurch in zwei andere um, dass man die Glieder mit geradem Index 
und die Glieder mit ungeradem Index zusammen nimmt, und deutet den Modul der Thetaftmctionen 
durch die Bezeichnung d^hg{z,r) an, so erhält man die Gleichungen 

I) ^(z,T) = ^(2z,4T) + ^io(2z,4r), II) ^oi(2,r) = *(2z, 4t) — *io(2z,4t). 
Setzt man diese Werthe von ^(2), ^01(2:) in die Gleichung XII) des vorigen Paragraphen ein, und ersetzt 
dann 2 z durch z, so findet man 

III) *;o(0,T){^io(z,T) = 8*(z,4T)*io(z,4T)(*2(z,4r) + ^Jo(^,4r)), 
woraus eine ähnliche Gleichung für ^ii(z) folgt, wenn man z um \ij( vermehrt, nämlich 

IV) *?o(0,T)i^u(z,T) = 8{^oi(:J,4T)^ll(z,4T)(^2^,(z,4T) + {^J,(z,4T)). 

Differenzirt man diese Gleichung nach z und setzt z = 0, so ergiebt sich 

V) *Jo(«,'r)*ii(0,r)-8^'n(0,4T)^J,(0,4T). 
Bildet man das Product der drei aus I), II), III) fQr z = fliessenden Gleichungen, so folgt daraus 
(mit III) § 51): 

VI) *(0,T)*„,(0,T)*f,(0,T) = 8{^(0,4r)*,,(0,4T)(<^H0,4T) — *J,(0,4t)) - 8*(0,4t)*,,(0,4t)*J,(0,4t). 
Dividirt man V) durch VI), so folgt endlich 

Thomae, Thetaf\iikotion«n. 3. Aufl. 3 
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»^ii(0,t:) ^ »ii(0,4T) 

^(0, r) *oi(0, t) *io(0, t) *(0, 4t) ^oi (0, 4t) *io (0, 4t) ' 
d. h. die Function f{q) = ^*i\ : ^^oi^io bat die Eigenschaft, angeändert zu bleiben, wenn man q^ f&r q setzt, 
also auch wenn man ^i«, g«*, ^^se ... für g' setzt, und da ^ » = ist, so ist f{q) — /*(0). Fftr 5^ = 
findet man aber leicht /(0) = t, und damit die Relation ^11»= t# ^01 ^10. Man yergleiche noch einen 
Aufsatz des Herrn Frobenius in Crelle's Journal (Bd. 98 S. 247). 

§ 54. Die Functionen S{u\ C{u)j D{u), Die Thetaquadrate haben alle die Charakteristik 0,0^ 
und sind in Bezug auf tjr bez. 2jri periodisch. Vermehrt man aber z um t oder u um Sjtj, so multi- 
pliciren sie sich mit demselben Factor. Der Quotient zweier solcher Quadrate ist demnach eine 
doppeltperiodische Function mit den Perioden ^Xu ^^i* 

Als Quotient zweier Thetafunctionen lässt sich eine doppeltperiodische Function mit den 
Perioden 2^i, 2^2 nicht darstellen, gleichwohl sind solche Quotienten doppelt periodische Functionen, 
aber mit grösseren Perioden, und zwar sind es die Functionen 5, (7, />, die wir schon früher kennen 
lernten, welche durch sie, mittels der Gleichungen dargestellt werden: 

""^^^ ^ ßio Ooiiu) i/äÖoi(w)' ^^ eioßoiiu) ]/keoi{u)' ^^''^ e Ooiiu) öoi(w) ' 

In der That haben die Functionen 6n{u) und &oi(u) die gemeinsame Periode 4jri, nach I) § 47i 
und multipliciren sich mit demselben Factor, wenn u um 2^^ vermehrt wird. Der Quotient hat also 
die Perioden 4^^, 2:n:2, die Punkte Null und Punkte Unendlich stimmen genau mit denen yon S(u) 
überein. Endlich ist S(jti) ^^ 6 9n(pti) : 610 &oi(xi) = 1 nach IV) § 46. Es stimmt daher die hier de- 
finirte Function S{u) mit der des § 42 vollständig überein, und auch die Grösse k ist dieselbe als die 
dort definirte, denn es ist S(Xi + jr2) = ö 611 (jr^ + yt^) : 610 öoi(:^i + ^^2) = 6* : 6J0 "= ^ • ^- ^^ ^^^ 

Formel II) des § 51 aber ergiebt sich sofort 

S^{ü)+C^(ü)=\, k^S^{u) + DHu)—l, DHü) — k'^C^{u) = k'^, C{u) = \/i — S^{u\ I)iu) = ]/i—k^~SHü). 

Dividirt man mit der Gleichung III) des § 52 in die Gleichung I) und ersetzt z darch 
— ijrtt:2jri, t durch -^ijrt;:2jri, so erhält man 

Oniu) ßoiiu) 610(1;) e(v) + eio(u) e (u) enjv ) 601») 



©oiöoi öoi(tt+t;) ei(u)ei,iv)-&U{u)e',,iv) 



S{u+v) = 



S{u) C(p) D(v) + S{v) C{u)D{u) 



\ — k'^S^{u)^{v) ' 

also das Additionstheorem des § 43. Entwickelt man nach Potenzen von v und vergleicht die mit v 
multiplicirten Glieder, so erhält man auch wieder S\u) = S'{^)C{u)D{u), Dividirt man mit III) in V) 
im § 52 und mit III) in VII), so erhält man die beiden Gleichungen 

§ 55. Die Functionen saUy cauy dau. Die Functionen 5(u), C{u\ D(ü) sind Functionen dreier 
Veränderlichen, u, Xij X2\ da sie jedoch nur von den Verhältnissen u:^i, x^ijci abhängen, so kann man 
sie durch Functionen von zwei Veränderlichen ausdrücken. Die Analogie von S{u), C{u) mit sintc^ cosu 
springt schon jetzt in die Augen. Sie wird noch dadurch verstärkt, dass man lmS(u):u für tt = 
also S'{0) gleich Eins setzt Ist jt^ixi gegeben, so kann noch über jr^ willkürlich verfügt werden; soll 
aber 8^(0) = eß'n: 610601^1 sein, so ist (nach Formel IV) §48) 

jrÖ2:2jri = l, 2jri = jrÖ©, 
es ist also jTi durch ;r2:Jri vollständig bestimmt. Für den Fall, dass jr^ durch diese Gleichung 
beschränkt ist, in welchem die Thetafunctionen nur noch Functionen venu undT (oder 9) 
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sind, ersetzen wir mit Jacobi ^t durch K^ ji^ durch %K\ und schreiben sau für 5(u)y cau für 
C(u), rfaw für 2?(m). 

Beim Pendelproblem tritt eine Amplitude auf, deren trigonometrische Functionen die ellipti- 
schen Functionen (im engem Sinne) liefern. Aus diesem Grunde hat Jacobi die Bezeichnungen 
sinuB amplitudo, cosinus amplitudo, A amplitudo, tg amplitudo und noch einige andere, sich weniger 
im Gebrauch befindende eingef&hrt Für A amplitudo ist es practischer differenz amplitudo zu schreiben, 
sonst aber bleiben wir Jacobi's Terminologie treu, von jedem Wort den Anfangsbuchstaben in der Weise 
benutzend, dass wir sin am bei Jacobi durch sa, cos am durch ca, A a |durch da, tg am durch tga er- 
setzen. Diese Abkürzung scheint mir weniger willkürlich als die Gudermann'sche sn für sa u. s. w. 
Eine Keihe von Formeln nun, die für diese neuen Functionen gelten, haben auch ohne die über n^ ge- 
machte Beschränkung statt. Wir begnügen uns jedoch, sie nur in den neuen Formen zu geben; der 
denkende Leser wird leicht entscheiden, wo die Beschränkung von tc^ überflüssig ist. Verbunden aber 
sind die beiden Bezeichnungen durch die Beziehung 

5(m) = sam, M = S'iO) = e ©11 : ©lo ©oi = Jt ©» ; 2 jti . 

Die folgenden Formeln, soweit sie nicht Wiederholung schon gegebener sind, werden aus der 
Periodicität der Thetafunctionen und aus den Gleichungen Y) § 47 ohne Mühe abgeleitet Auch die 
Additionstheoreme können dabei verwendet werden. 

I) ÄaM = ©ii(M):l/Ä©oi(M), (?aw = l/Ä'©io(M):l/T©o,(tt), dat* = l/Ä'©(t<): ©oi(w). 
II) ^aO = 0, caO— 1, rfaO — 1. 

III) sä^u+ca^u=\, k^sa^u+da^u^l, da^u — k^ca^u = k'^, saiK' — caiK*=da%K'—oc. 

IV) saK=\, cflA^=0, daK—k", $aK+iK' = \:k, caK+%K'= — ik'\k, dalü+iE'^O. 
V) saiJ{':caiIC':daiK'=i:l:k. 

VI) sa^u+2IC = sa^u+2iK' = sa^Uj ca^u+1K=ca^u+2iK'-^ca^Uj da'^u-\'2K—dä^u-¥2iIC'=dä^u. 

VII) sau+iJiC=sau+2iE'=sau, cau+ijK = cau+2K+2iK'^cau, dau+2K=dau+\iK'^dau. 

VIII) sau±^XK±2iitK'=sau, ca(u±AX^±fi(2K+2iK')) = cau, dau±2XK±^(iiK' = dau. 

IX) sa — w = — sauj ca — w = caw, da — u = dau. 

X) sau — K= — cauidau, cau — K=k^sau:dau^ dau — K=daK — u = k^:datu 

XI) sau+I^'-^saJK — u = cauidau^ cau-{'K^ — caK—u =—kfsau:daUj dau+K=k^:dau. 

XII) sau±2£= — sau, caw±2Ä'— — cau, da±2K=dau. 

XIII) sa2K — u = sai^ ca2K—u^^ — cau, da2K — u = dau. 

XIV) sau±iK*=^\\ksau, cau+iK^= ±dau:iksau, dau±^iK'=±:cau:isau. 
XV) sau±2iK'=sau, cau±2iK' = — cau, da{u±2iK') — — dau. 

XVI) sau+K+%K' = dau:kcau, cau+E+iK' ^ k'iikcau, dau+K+iK'^^ikfsaw.cau. 

Für ^ = 0, r = — oü ist 2K=^Jt und 

XVII) ©(u) = l, ©oi(tt)c=l, ©,o(w):l/V= 2cosu, ©n(w):|/^= 2Wn u, ©io:©|/^= l/it:l/7— 2, 

©oi:© = l/F=l, sau = sinu, cau=^costA, dau = \. 

§ 56. Die Additionstheoreme. Der Lemniscatenbogen. Die Additionstheoreme der 
Functionen sau, cau, dau sind bez. von den Additionstbeoremen der Functionen 5(u), C{u), l){u) nicht 
verschieden. Von den folgenden Formeln ist deshalb im Grunde nur eine noch zu beweisen, die übrigen 
haben den Werth einer Zusammenstellung. Es ist die Formel VII). Aus der Formel V) folgt 

daudav = da{u+v)(\ — k^sa^usä^v) + k^sausavcaucav. 
Setzt man dies in die Formel III) für ca{u+v) ein, so ergiebt sich die Formel VII). Die letzte Formel 
wird durch die Additionstheoreme erhalten, wenn erst u + 2u für 3u und dann u + ^ für i/. gesetzt wird. 
iV ist in den folgenden Formeln eine Abkürzung für 1 — k^sä^usä^v. 

I) sa(u±^v) = (sau cav dav'± sav cau dau) : N, sa{u+v) sa(u — v) = {sa^u — sa'^^v) : iV, 

II) sa{u+v) + sa(u — v) = 2sau cavdav : N, sa(u+v) — sa(u — v) = 2 cau dau sav: IV, 

III) ca (w± v) = (caucavT- sau sav daudav) : N, ca{u+v) + c«(w — v) = 2cau cav : N, 

IV) ca(u+v) — ca{u — v) = — 2sausav dau daviN, 1 + ca(u+v) ca(u — v) = (ca^u+cä^v) : N, 

8* 
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V) da(u ± v) = {dau davT^ k^sausavcaucav) : N^ da(u+v)+da(u — v) = 2^ati dav) : N^ 
VI) da{U'i-v) — da{u — v) = — Ik^sausav cau caviIV, 1 + da(u+ v)da{u — v) = (da^w+da* v) : Ny 

VII) ca^^±^v)=^caucavT^sausavda^^±^v)y 

VIII) sa2u^=^2saucaudau'.{\ — k^sa^u\ 
IX) ca2w = (ca^M — ja^w dd^u) : (1 — Ar* ja*w) = ca'^u — sa'^uda2u^ 
X) ^a2w = (l— ca2w):(l + tfa2tt), caaM = (ca2tt + (fa2M):(l + rfa2tt), 
XI) da^u = \k"^ + da2u + k^ca2u):{\ + da2u\ da2u = ida'^u—k^sa^uca^u):{i — k^sa^ü), 

XII) *a3tt==5tfM[3 — 4(l+;t2)5a«w + 6Ä2^a*w — Ä**a8M]:[l — 6A:2ja*M + 4ÄHl + ^^)^ö*« — 3>^*^^^ 
Nimmt man v unendlich klein, so folgt 

^ du 'du 'du 

Die Gleichung der Lemniscate in rechtwinkligen Coordinaten (x^y) ißt {x^+y^)^ = 2c^(z'^^y^) 
Der Radiusvector werde mit r, und der Winkel (r, x) mit r bezeichnet Die Coordinaten der Lemniscate 
lassen sich eindeutig durch die elliptiBchen Functionen sa^ co, da ausdrücken. Setzt man nämlich, nach- 
dem der Massstab der Einfachheit halber so gewählt worden ist, dass c=\ wird, x = caXdaX, y=^ 
saXdaX^ und nimmt den Modul k dieser elliptischen Functionen gleich /2 an^ so ist die Lemniscaten- 
gleichung erfüllt Das Bogenelement ist nun 
ds'^ = dX^\{—2saXca^X—8aXdany + {r-'2sancaX + caXda'^X)\ 

= dX^ \ san (2 can + dany + caU (— 2 san + dany \=dX^\^ san caU (caU + san) + da^ (sa^ + ca^) \ 
= dX^iUancan+da^X) = dX^{Asan—4:sa*X+l — Asan+Ua^X) = rfi«, ds = dX. 

Ist also s die Länge des Lemniscatenbogens vom Punkte v = 0, a:»»l an gemessen, so ist 
x = casdas, y = sasdas^ r^das, cost = xir=^caSy sint^yis'^sas. 
Sind nun zwei Bogen, ^i, s^^ gegeben, und sind die Winkel der Radiusvectoren ihrer Endpunkte ^i, t^ 

so sind Sinti, sint^, cosii, cosi^ und auch ]/\ — 2^m*ri, [/l — 2$in^t% gegeben. Mithin ist auch der Bogen 

^3 = ^1 + ^2 durch die Gleichung 

. sasxcas^das^ + sas^casxdasi sin ty cost^\/i — 2sin^ii + sint2 costiyi — 2sm^ti 

sas^ — stnts l — 2sa^SiSa^S2 l — 2sin%sin^h 

gegeben, und es lässt sich, weil in dem Ausdruck Air sini^ nur Quadratwurzeln ron sintx, sinh ^^^' 
kommen, der Winkel ^3 mit Hülfe ron Zirkel und Lineal construiren. Ebenso folgt aus der Gleichung X), 
dass man den Lemniscatenbogen mit Zirkel und Lineal halbiren könne. Beginnen die Bogen nicht im 
Punkte a; = l, 2/ = 0, so können sie mittels des Additionstheorems dahin verlegt werden. 

§ 57. Verlauf der Function sau für ein reelles t. Für die Anwendung der elliptischen 

Functionen sind zwei Fälle besonders wichtig. Erstens der, in welchem r eine rein reelle, natürlich 

negative Zahl ist, und zweitens der, in welchem r sich von einer solchen nur um ijc unterscheidet Im 

ersten FaUe, den wir zuerst betrachten, ist q positiv, im zweiten Falle negativ, jedesmal dem absoluten 

Betrage nach kleiner als Eins. 

Ist also zuerst q positiv, so folgt aus der Gleichung 

ö^ : ö = |/F= ^(1— ^«"+1)2: (l + ^2H-i)2^ 

dass die positiv reelle Grösse \/k^ mit wachsendem q fortwährend abnimmt, flir ^ = den Weiih 1, ftlr 
^ = 1 den Werth erhält Wächst demnach q von bis 1, so nimmt \/lc* jeden Werth zwischen 1 und 
einmal und nur einm al an. Der Modul k der elliptischen Functionen wird aus \/k' algebraisch definirt 
als gleich ]/l — A'*, ist aber auch zugleich durch q transcendent, durch die Gleichung 01^:0^ = k be- 
stimmt Denken wir in 9io den Factor (/^«s^K positiv reell, so istA: eine positive Grösse und kleiner 
als Eins. Aus dem schon bekannten Verlauf für \/k^ folgt für k: Wächst q von bis 1, so nimmt k 
Jeden Werth zwischen und 1 einmal und nur einmal an. Es giebt demnach für jedes reelle k<l ein 
und nur ein reelles q<l, welches die Gleichung befriedigt ÖJ^'Ö^""** Dass ausserdem noch complexe 
Werthe von q die Gleichung befriedigen, ergiebt sich später. Für jedes reelle u sind die vier Theta- 
functionen, wie der blosse Anblick ihrer Darstellungen lehrt, reell, für rein imaginäre u sind 9(u), doi(^)> 
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Biaiü) reell, Bniu) aber ist rein imaginär^ und zwar für sehr kleine Werthe von u positiv imaginär. Be- 
achten wir nun, dass die Summe der Werthe, f&r welche sa u in einem Elementarparallelogramme den- 
selben Werth annimmt, nach den Moduln 4^", 2il[^ congruent 2IC ist, so ergiebt sich, dass sau f&r Werthe 
von u zwischen und A" keinen Werth zweimal annehmen kann, und daher mit u fortwährend wächst 
Für tt = ist sau^^Of für u = J&^ ist sau^^l. Aus gleichem Grunde kann sau zwischen i^ und 2 AT 
keinen Werth zweimal annehmen, und es nimmt sau in diesem Intervalle fortwährend von 1 bis ab, 
weil ^a2A^=0 ist, was auch aus der Gleichung saI[+u^=saK — u geschlossen werden kann, aus der 
die völlige Symmetrie des Auf- und Absteigens der Werthe der Function sau sich ergiebt — Der 
Verlauf zwischen und — 2K wird aus der Gleichung sa — u = — sau erkannt, und der weitere fllr 
reelle u aus der Periodicität Stellt man diesen Verlauf graphisch dar, indem man in Cartesianischen 

Coordinaten die Gurve construirt y^^sax, so ähnelt die erhaltene Gurve sehr der LiDiey=^smXf der 
Sinuslinie. Ihre höchsten Stellen liegen um 4ir, ihre tiefsten ebenfalls um 4K von einander entfernt, die 

grössten und kleinsten Ordinaten sind ± 1. Die Gurve liegt abwechselnd über und unter der Abscissen- 
achse, und sind die Stücke oberhalb den Stücken unterhalb symmetrisch congruent Gonstruirt man 
die den beiden Gleichungen y=^sax und y'=stn(ptx:2K entsprechenden Gurven, so stimmen sie in 
den höchsten und tiefsten und in den Schnittpunkten mit der Abscissenachse überein, und ihre Ordinaten 
sind für gleiche Abscissen gleichzeitig positiv und negativ. 

Für positiv imaginäre Werthe von u zwischen und iK* ist sau positiv imaginär und wächst 
mit u fortwährend, bis sau bei iK^ unendlich gross wird. Es kann nämlich auf dieser Linie sau keinen 
Werth zweimal annehmen, weil die Sumiiae zweier Zahlen, deren Träger auf ihr liegen, niemals con- 
gruent 2K ist, deshalb muss u fortwährend zunehmen. Für negativ imaginäre u nimmt sau negativ 
imaginäre Werthe an und wird bei — ilC' unendlich gross. Wir setzen sau = z und tragen die Werthe, 
die z annimmt, wenn u sich in einem Elementarparallelogramm bewegt, auf die z- Ebene auf. (Dazu 
ist die Figur 1 der angehängten lithographischen Tafel zu vergleichen.) Es sei u^ eine reelle Zahl 
zwischen und if, und u^^ eine ebensolche zwischen und üT^ Durchläuft u die Werthe u^ von bis 
A) so durchläuft z=^sau die Werthe zwischen und 1, der Punkt z =x + yi durchläuft die Punkte 
der positiven o;- Achse zwischen und 1, ohne umzukehren. Ist 

sau = saK+ iu''= caiu" : daiu'' = Bio {iu"): |/ä Ö(iw") 
(61. XI § 55), so ist z reell und hat den Werth l:k für u^^ = £\ Kein Werth kann zweimal ange- 
nommen werden, wenn u^^ von bis K^ wächst, und folglich durchläuft z die reelle Achse von 1 bis 
1 : ky ohne umzukehren. Diese Strecke ist in der Figur stark gezeichnet, weil sie noch einer zweiten 
Linie im Parallelogramm P der u-Ebene entspricht, nämlich der Strecke zwischen K und E — iE*. Es 
empfiehlt sich im ersten Falle, d. h. wenn u die Linie IC . . . E+iE^ durchläuft, den Werthen von^au 
das obere Ufer, im zweiten Falle aber, wenn u die Linie JT. . . E — ilC durchläuft, den Werthen von 
sau das untere Ufer derselben Linie entsprechen zu lassen. — Ist sau = saiu^^y so durchläuft z ohne 
umzukehren die positiv imaginäre Achse, wenn t^ von bis K^ wächst; der Linie von bis iK^ der 
u-£bene entspricht die positiv imaginäre Achse der z-Ebene, der Linie von bis — iE' die negative. 
— Ist sau = saK+ %K'—u' = dau': kcau' = \/kB{u') : B(u') (61. XVI § 55), und durchläuft u' die Werthe 
von hia E^ u daher die Linie von E+iE' bis iE', so ist z reell. Kein Werth kann auf diesem Wege 
zweimal angenommen werden, deshalb durchläuft z die o;- Achse ohne umzukehren von 1:A: wachsend 
bis ins Unendliche. Dieselben Werthe nimmt sau auf der Linie von E — iE bis — iE' an, gleichwohl 
ist die Linie \:k bis oo in der Zeichnung nicht stark ausgef&hrt, weil von den beiden in der u-Ebene 
ihr entsprechenden Linien nach unsem früheren Festsetzungen nur eine zum Periodenparallelogramm 
gehört, ihr also nur eine Linie entspricht. Der Begrenzung des Rechtecks Oi der u-Ebene entspricht 
die Begrenzung desjenigen vierten Theiles der z-Ebene, der zwischen der positiv reellen und der positiv 
imaginären Achse liegt, und der in der Figur 1 (rechts) mit Oi bezeichnet ist. Den Punkten im Innern 
von Qi entsprechen die Punkte im Innern von Oi ein-eindeutig. Denn es wächst lg(zQ — sau) = /^(zo — z) 
um so viele Multipla von 2jtij als die Function zq — sau in Qi Nullstellen hat, wenn u um die Be- 
grenzung von Ol positiv herumgeführt wird. Dabei durchläuft aber z einmal die Begrenzung der 
Viertelebene Oi, woraus man sofort erkennt, dass lg(zo — z) um 2iyt wächst, wenn zq in ft liegt, um 
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O.iXj wenn z nicht in Qi liegt Also nimmt sau den Werth z^, wenn er in Oi liegt, einmal und nur 
einmal an. Da die Begrenzung der Viertelebene Ox sich ins Unendliche erstreckt, so ist der Punkt iA'* 
durch einen kleinen Yiertelkreis, der Punkt oc der z-£bene durch einen sehr grossen entsprechenden 
Viertelkreisbogen auszuschliessen. Dass aber wirklich dem sehr kleinen Kreise um ilC^ ein sehr grosser 
Kreis, oder vielmehr eine Ton der Kreisform beliebig wenig abweichende Linie entspricht, folgt aus der 
Möglichkeit einer Seihenentwickelung von sa{u+iK^) nach aufsteigenden Potenzen yon u, die mit der 
— Iten Potenz beginnt — Es kann der Satz von der Eindeutigkeit des Entsprechens aber auch aus 
der Zerlegung ron sau^^sa{uf+iitf^ in seinen reellen und imaginären Bestandtheil mittels des Additions- 
theorems erwiesen werden. — Dem Rechteck Q^ mit den Ecken 0, Kj K — lÄ^, — xK* entspricht die 
Viertelebene 0^^ die von der positiv reellen und negativ imaginären Achse eingeschlossen wird, ein-ein- 
deutig, in welcher Beziehung nur die Linien von 1 bis 1 : k und von \\k bis oc eine besondere Be- 
merkung nöthig machen. Das obere und untere Ufer der Linie von 1 bis 1 : Ar entspricht zwei ganz 
verschiedenen Linien der u- Ebene, die Linie K . . . K+iK' dem obern, die Linie K . . . K — %Kf dem 
untern Ufer, und daher wird die Ein-eindeutigkeit nur erst durch die Spaltung der Linie 1 ... 1 : A: in 
zwei Ufer hergestellt Dem obern und untern Ufer der Linie von 1 : A: bis oc entsprechen bez. die Linien 
von iE! bis tJST^+J" und von —xK' bis — xE!-\-K. Diese Linien sind aber in dem Elementarparallelo- 
gramm F mit den Ecken —1K—xK\ +2Ä^— iJP, ^K-^iK\ —IK+xEf gegenüberliegende Seiten und 
Träger von Zahlen, die einander nach dem Periodicitätsmodul iEf congruent sind, und da von diesen 
Linien nur die eine (die untere) zum Parallelogramm zu rechnen ist, so entspricht der Linie 1 : A: . . oc 
nur eine Linie in i>, und die Ein-eindeutigkeit ist auch ohne Spaltung der Linie in zwei Ufer vor- 
handen. — Die Beziehung sa — u^= — sau lässt erkennen, dass das Rechteck Q^ der Viertelebene 0% 
ein-eindeutig entspricht, und dem Rechteck Q^ die Viertelebene O2, wo nur wieder die Linie von — 1 
bis — 1 : Ar in ihre Ufer zu spalten ist In der Figur ist das Entsprechen der Rechtecke und Viertel- 
ebenen durch gleichartige Schattenstriche angedeutet 

Das Rechteck Q\'\-0%-\'Q^-\-Qi bildet sich durch die Beziehung sau^=^z auf die ganze z-Ebene 
ein-eindeutig ab, nur für die Begrenzung müssen besondere Festsetzungen getroffen werden, wenn die 
Ein-eindeutigkeit aufrecht erhalten werden soll, denn der Strecke zwischen K und K-^-xEf und der zwi- 
schen K und K — iEf einerseits und der Strecke zwischen — E und — E+iE' und — E und — E — iE' 
andrerseits entsprechen bez. dieselben Linien, den ersten beiden Strecken die Linie von 1 bis 1 : Ar, den 
letzten beiden die Linie von — 1 bis — l:k der 2-Ebene. Die Ein-Eindeutigkeit wird hergestellt, wenn 
man den oberen Strecken die oberen Ufer, den unteren Strecken die unteren Ufer dieser Linien ent- 
sprechen lässt Den Strecken von — E+iE' bis +E+iE' und von — E — iE' bis +E — iE' entspricht 
ebenfalls nur eine Linie, nämlich die Linie b, die mit der reellen Achse von 1 : Ar bis ex) und der negativ 
reellen Achse von 00 bis — 1 : A: zusammenfällt, und die nach den hier geltenden Vorstellungen über die 
Ebene als ein Zug anzusehen ist Da aber die Linie — E+iE' ... E+iE' gar nicht zum Parallelo- 
gramm zu rechnen ist, so tritt längs / eine Störung der Ein-eindeutigkeit nicht ein, gleichwohl spricht 
man auch bei ihr oft von den beiden Ufern, weil man offenbar sich dem oberen Ufer von b nähert, 
wenn man u an die obere Begrenzung der Parallelogramme heranführt, und weil sich z dem unteren 
Ufer von b nähert, wenn man u der unteren Begrenzung des Parallelogramms zuführt Das Elementar- 
parallelogramm P enthält nun aber noch die Theilrechtecke 5^, S^, S^y S^. Die Abbildung derselben 
hat in der z-Ebene, in welcher die Bilder der Q aufgetragen wurden, keinen Platz mehr. Wir nennen 
die schon bedeckte Ebene und nehmen noch eine zweite jr-Ebene zu Hilfe, die wir mit ü bezeichnen 
wollen, und bilden die S auf ihr ab. Legen wir U so unter ^, dass die Coordinatenkreuze zusammen- 
fallen, so soll unter Oi die Viertelebene ^t, unter O2, O3, O4 sollen bez. Ü2. D^, U^ liegen. Die Untersuchung 
über das Entsprechen der Gebiete Sfi und Uii braucht nicht neu durchgeführt zu werden, weil sie mittels 
der Gleichung sa^E — u^=sa — 2/if — u=^sau auf die frühere Untersuchung zurückgeführt werden kann, 
indem jedem Punkt in den Rechtecken S ein Punkt 2E — u oder — 2E — u in den Rechtecken Q ent- 
spricht, in dem z denselben Werth hat Liegt u in Q^^ so liegt — u m Q^ und 2K — u in dem Recht- 
eck mit den Ecken E^ 2f, IE — iE'j E — iE'j welches mit S^ in der Figur bezeichnet ist Diesem 
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Rechteck entspricht die Viertelebene U^ dem Rechteck 54 entspricht die Viertelebene ü^, S^y S^ entsprechen 
bez. U% und ü^. Die den Rechtecken 5 entsprechenden Werthe von z bedecken die Ebene U vollständig 
und wieder überall nur einfach, wenn man die Begrenzung in der z-£bene an einzelnen Stellen in zwei 
Ufer spaltet Es ist dies an denselben Linien nöthig als vorhin in der Ebene Oy nämlich an den Linien 
1 ... 1 : Ar und — 1 ... — 1 : Ar, deren obere Ufer bez. den Strecken K ... K — iEf und — K . . . — K — iK% deren 
untere bez. den Strecken K. . . K + iK^ und — K. .. — K+iK^ entsprechen. Der reellen Achse in U von 
1 : A: bis (X) bis — 1 : Ar, welche Linie wir wieder mit b bezeichnen, entsprechen die Strecken von — 2K+i^ 
bis —K+iK' und von K+iK' bis 2K+iK' und von —2K—iE' bis —K—iEf und von Z— iJST' bis 
2K — iKy von denen die oberen nicht mit zum Elementarparallelogramm P zu rechnen sind. Nähert 
man sich im Rechteck S^ oder S^ der obern Begrenzung, so nähert sich z der Linie b von unten; wollte 
man daher die obere Begrenzung von P mit zum Parallelogramm rechnen, so würde die Ein-eindeutig- 
keit längs b nur durch Spaltung dieser Linie in zwei Ufer aufrecht erhalten werden können, während 
dies nicht nöthig ist, wenn man eben nur die eine der beiden gegenüberliegenden Seiten von P zu dem 
Parallelogramm hinzurechnet. Hierzu kommen aber noch zwei verschiedene Linien der t^-Ebene, die 
nur einer Linie in ü entsprechen, es sind die mit er und a^ bezeichneten Parallelogrammseiten, welche 
beide der imaginären Achse der Ebene U entsprechen, die wir mit o, ihre Ufer mit a+, ar bezeichnen 
wollen. Nun ist aber ce+ nicht mit zu P zu rechnen, so dass also a nur er" entspricht Gleichwohl 
spricht man auch hier von den beiden Ufern der Linie a, weil man sich in ü mit z dem Ufer a+ nähert, 
wenn u an a+ herangefbhrt wird, und a", wenn u an das Ufer ar herangeführt wird. 

Zur vollständigen Abbildung des Parallelogrammes P haben wir also zwei über der z-Ebene 
liegende Blätter und ü nöthig, und zur vollständigen Herstellung der Ein-eindeutigkeit zwischen den 
Bildern war nur erforderlieh, wenigstens wenn man nur zwei zusammenstossende Seiten zum Parallelo- 
gramm hinzurechnet, die Linien zwischen 1 und l:Ar und zwischen — 1 und — l:Ar in zwei Ufer zu 
spalten. Zur völligen Ein-eindeutigkeit von Bild und Original kann man gelangen, wenn man die bei- 
den Blätter und U zu einer Riemann'schen Fläche zusammenfügt 

§ 58. Die zur Beziehung sau^=^z gehörige Riemann'sche Fläche. Wir legen ü so 
unter 0, dass die Coordinatenkreuze zusammenfallen. Das obere Ufer der Linie von 1 bis 1 : A: inO lassen 
wir mit dem unteren Ufer der Linie zwischen 1 und l:Ar in £^ zusammenfiiessen. Gehen wir in der u-Ebene 
über die lAxA^ K . . . K+iEf von links nach rechts hinweg, so gehen wir in dem System der beiden 
z-Ebenen aus dem obern Blatte über die Linie 1 . . . 1 : A: hinweg ins untere Blatt Ebenso verbinden 
wir das untere Ufer der Linie 1 . . . 1 : A: in mit dem obern der entsprechenden Linie in 27, wobei eine 
Durchsetzung des einen Flächenastes durch den andern längs der Linie 1 . . . 1 : A: gedacht werden 
muss. Führt man u aus 6\ nach Q^^ so bewegt sich z stetig aus Ui nach 0^ von oben nach unten, man 
gelangt aus dem untern Blatte in das obere. Die Linie von 1 bis 1 : A: pflegt man eine Durchsetzungs- 
linie des Systems der beiden Ebenen, der Riemann'schen Fläche zu nennen. Macht man einen 
Schnitt durch die Fläche, senkrecht zur Durchsetzungslinie, so bietet dieser Schnitt das Aussehen der 
folgenden Figur: ~>^ 

Die Linie, an der die Durchsetzung statt hat, ist nicht als eine Linie zu denken, sondern als 
zvrei, weil sie eben zwei sich durchdringenden Aesten angehört, ähnlich wie ein Doppelpunkt einer 
Curve zwei verschiedene Punkte repräsentirt, die verschiedenen Gurvenzweigen angehören. Das räum- 
liche Zusammenfallen der beiden Linien ist als ein zufalliges anzusehen, und es müssen zwei Punkte, 
die in ihr auf einen fallen, ebenso als zwei gänzlich verschiedene angesehen werden, als zwei wo anders 
über einander liegende Punkte der Fläche. Spricht man von unendlich nahe benachbarten Punkten der 
Fläche, so meint man stets solche, die durch einen stetigen sehr kleinen Zug im Blättersystem mit 
einander verbunden werden können, und nicht etwa übereinander liegende, die ja nur durch einen 
längern über die Durchsetzungslinie ftlhrenden Zug verbunden werden können. Ebenso wenig aber sind 
zwei zusammenfallende Punkte der Durchsetzungslinie benachbart, wenn sie in Linien liegen, die ver- 
schiedene Flächenäste mit einander verbinden. Es wird sich später zeigen, dass man diese Linie 
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auch deformiren kann, wenn man nur ihre Endpunkte festhält, ohne dadurch die Riemann'sche Fläche 
wesentlich zu ändern, doch wollen wir davon vorläufig absehen. 

Ebenso wie die Blätter und U längs der Linie 1 ... 1 : Ar verbunden werden, verbinden wir sie 
längs der Linie — 1 bis — 1 : A:, die eine zweite Durchsetzungslinie der Riemann'schen Fläche wird. 
Diese Riemann'sche Fläche r, um sie noch einmal zu beschreiben, besteht demnach aus zwei über- 
einander liegenden Ebenen oder Blättern, die man auch Zweige nennt; diese hängen längs der zwei 
Durchsetzungslinien von 1 bis 1 : A: und von — 1 bis — \:k mit einander zusammen, die Blätter sind dort 
mit einander verwachsen. Jedes Blatt ist Träger der Zahlen z. Ftthrt man r in r um einen der vier 
Punkte +1, — 1, +l:Ar, -—lik herum zur Anfangslage zurück, so gehtz allemal über eine der beiden 
Durchsetzungslinien hinweg, und z gelangt daher aus einem Blatte zu dem entsprechenden Punkte des 
andern Blattes, durch einen zweiten Umgang um denselben oder einen andern dieser Punkte aber ge- 
langt z in seine Anfangslage zurück. (In der Figur 2 der angehängten lithographischen Tafel, in der 
die rechte Seite die Riemann'sche Fläche darstellt, sind die Linien im oberen Blatte ausgezogen, im 
unteren punctirt) Man nennt diese Punkte deshalb Verzweigungspunkte, weil eben sich die Fläche um 
sie herum, gewissermassen in einem unendlich kleinen Schraubengange, aus einem Zweige in den 
andern fortsetzt. Weil der Weg von z, wenn man einen solchen zweimal umkreist, sich um den Punkt 
herab und herauf windet, so ist auch der Name Windungspunkt für einen solchen Punkt gäng und 
gäbe. Kein anderer Punkt unserer Fläche theilt diese Eigenschaft, und es hat demnach unsere Fläche T 
vier Windungs- oder Verzweigungspunkte. Das Elementarparallelogramm P steht nun zu den Punkten 
dieser Fläche in einer völlig ein-eindeutigen Beziehung. Denn die Strecken zwischen K und K+ilC 
und zwischen K und K — li^, welche früher in sowohl als in U derselben Linie entsprachen, die 
wir durch Unterscheidung ihrer Ufer gewissermassen spalteten, entsprechen nun verschiedenen Linien 
in T. Zwar fallen diese auch hier räumlich zusammen, aber dies ist so zu sagen nur zufällig. Die 
eine von ihnen verbindet zwei andere Flächenzweige als die zweite, und sie sind eben deshalb als 
völlig verschiedene Linien aufzufassen, sie sind nur die Marken für den Ort der Durchdringung ver- 
schiedener Flächenstücke. 

Die beiden Linien b in und U stossen in T in den Verzweigungspunkten 1 : k und — 1 : ^ zu- 
sammen und bilden in T einen einzigen continuirlichen Zug. Die Punkte derselben entsprechen der mit 
ß~ in der Figur bezeichneten Seite des Parallelogramms, zu welchem j3+ gar nicht mit zu rechnen ist 
Der Linie a, die im untern Blatte von T verläuft, entspricht die mit ar bezeichnete Seite von P, Jedem 
Punkte von T entspricht ein und nur ein Punkt von P und umgekehrt. Betrachtet man aber die ganze 
Begrenzung von P und sucht die ihr entsprechenden Linien in r, so müssen wieder die beiden Ufer 
von a und h herangezogen werden, weil ihnen zusammen die ganze Begrenzung von P entspricht 

Benachbarten Puncten in T entsprechen im Allgemeinen benachbarte Punkte in P. Liegen die 
benachbarten Punkte aber auf entgegengesetzten Ufern der Linien a oder &, so entsprechen ihnen in P 
Punkte, deren zugehörige Zahlen noch um einen Periodicitätsmodul von einander verschieden sind, die an 
gegenüberliegenden Parallelogrammseiten liegen. Die Function sau lässt sich aber über das Rechteck hin- 
aus stetig fortsetzen. Führt man z. B. u über die Seite /}+ von P hinweg in ein Parallelogramm Poi ^^^ 
den Ecken — 2jr+iJf', 2K+iK', 2K+ZiK', — 2jr+3iir', so erhält man wegen der Periodicität von 
sa u dieselben Werthe von z durch Abbildung wieder, als die welche durch die Abbildung von P erhal- 
ten wurden. Die ganze Fläche T wird ein zweites Mal erhalten. Der Linie j^ entspricht in T die 
Linie b oder besser das Ufer 6+ derselben. Geht u stetig über /}+, so geht z stetig über b. Führt 
man ebenso u stetig über die Linie a+ hinweg in das Rechteck P^q mit den Ecken 1K—iK\ QK—iK^ 
6IC+iK% 2£+iJP, so bildet sich auch dieses Rechteck wieder auf die Fläche T ab, dem Ueberschreiten 
von a+ mit u entspricht das Ueberschreiten von z über a von a+ nach a~ hin. Indem man u auch 
noch über die andern Seiten des ersten Parallelogrammes P in andere Parallelogramme stetig führt 
und ungleich z stetig ändert, und weiter über die Seiten der neuen congruenten Parallelogramme 
wieder in neue Parallelogramme, und jedes durch z abbildet, so erhält man die Fläche T wieder und 
wieder , unendlich oft. Da aber zur Eenntniss der Function sa u ein Parallelogramm P genügt, so 
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genügt es auch nur ein Bild, eine Fläche T zu betrachten. Der gesammten Berandung von P ent- 
sprechen die Linien a und h in Tj man nähert sich aber mit z \nT a+, ar^ l&y b", wenn man sich 
in P mit u den Seiten 0+, cc nähert, wir lassen deshalb gegenüberliegenden Begrenzungsstücken 
gegenüberliegende Ufer der Linien a b in T entsprechen, und erreichen durch diese Spaltung in Ufer, 
dass wieder Ein-eindeutigkeit der Beziehung zwischen P und der durch a b begrenzten und deshalb 
zur Unterscheidung von der unbegrenzten Fläche T mit einem Strich, also mit 7^ bezeichneten Fläche 
besteht. Die Linien a und b heissen Querschnitte von T und zerschneiden eben T in T'. Was die 

Wahl der Bezeichnung ihrer Ufer mit H angeht, so halten wir an dem nützlichen Gebrauch fest, 

bei Ziehung einer Linie das linke Ufer als das positive, das andere als das negative anzusehen. Wir 
denken a von +ioo zu — ioo längs der imaginären Achse im untern Blatte gezogen, dann liegen die 
positiven x auf der positiven Seite von a. Die Linie a bildet einen einzigen Zug, weil die Blätter 
von T wie die z-£bene als im Unendlichen geschlossen gedacht werden. Die beiden Ufer aber bilden 
nun von einander getrennte continuirliche Züge. Wir lassen die Linie b auch im untern Blatte auf 
dem positiven Ufer von a, da wo die positiv reelle Achse die Linie a im Unendlichen trifft, beginnen, 
und führen sie längs der reellen Achse im untern Blatte bis zum Punkt \:k. (In der Zeichnung ist 
die Linie ein wenig unterhalb der reellen Achse dargestellt, der folgende obere Theil etwas über der 
reellen Achse, nur um sie für das Auge von einander zu trennen.) Um l:k führen wir b (etwa in 
in einem kleinen Kreise herum) ins obere Blatt, von da längs der positiv reellen Achse ins Unend- 
liche, und von da längs der negativen reellen Achse bis zum Punkt — 1 : A:, um denselben herum ins 
untere Blatt, längs der negativen reellen Achse bis ins Unendliche an den Punkt zurück, welcher dem 
Anfangspunkt von b auf dem negativen Ufer von a gegenüberliegt. Die beiden Ufer der Linien a 
und b bilden nun zusammen einen einzigen continuirlichen Zug, welcher als die Begrenzung von T' an- 
zusehen ist. Soll eine Fläche einfach zusammenhängend sein, so muss ihre Begrenzung aus einem 
Stücke bestehen, welcher Satz für Flächenstücke, die nicht blos eben sind, freilich nicht umkehrbar ist. 
Man überzeugt sich jedoch hier unmittelbar von der Einfachheit des Zusammenhanges dadurch, dass 
T^ eineindeutig auf ein Parallelogramm P, ein einfach zusammenhängendes Ebenenstück bezogen werden 
kann (vergl. § 2). Aus dieser Abbildung folgt aber auch leicht, dass die Fläche T selbst dreifach 
zusammenhängend ist, dass sie also jedesmal durch zwei nicht zerstückelnde Querschnitte in eine 
einfach zusammenhängende verwandelt wird. Man denke sich das Parallelogramm P biegbar und 
rolle dasselbe zu einem Cylinder zusammen, indem man die Seiten ^ und ß^ aneinander biegt, und 
zusammenwachsen lässt Die Linie ß kann als Marke bleiben für den Ort des Zusammenwachsens, 
wie b als Marke dienen kann ftir den Ort, längs welches die Fläche T^ zu T sich zusammenfügt 
Einem stetigen Uebergange über ß auf dem Cylinder entspricht ein solcher über b. Nun denken wir 
den Cylinder, dessen Enden die Linien a- und a+ sind, nicht blos biegbar, sondern auch dehnbar, 
und krümmen ihn zur Oberfläche eines körperlichen Ringes zusammen, so dass die Linien er- und <& 
in eine, a zusammenfallen. Längs dieser Linien lassen wir die beiden Enden zusammenfliessen, und a 
kann noch als Marke für den Ort dieses Vorganges dienen. Auf der Bingoberfläche sind a ß zwei 
nicht zerstückelnde Querschnitte, und sie zerschneiden die Fläche in eine einfach zusammenhängende. 
Einem stetigen Uebergange über a entspricht ein ebensolcher in T über a. Denken wir uns a b fort, so 
ist die Fläche T auf die Oberfläche des körperlichen Ringes überall eineindeutig bezogen, und der Zu- 
sammenhang der einen Fläche ist gleich dem der andern nach § 2. Ziehen wir auf der Oberfläche des 
Ringes einen nicht zerstückelnden Rückkehrschnitt, den wir auch Querschnitt nennen können, indem 
wir die Fläche zu Anfang als durch einen Punkt begrenzt denken, den wir zum Anfang und Ende des 
Querschnittes machen, so bilden seine Ufer nun zwei getrennte Züge. Verbindet man diese durch 
einen zweiten Querschnitt, so bilden die Ufer des zweiten mit denen des ersten zusammen einen con- 
tinuirlichen Zug, und die durch die beiden Schnitte aufgetrennte Fläche lässt sich in der Ebene auf 
ein Stück ausbreiten, dessen Begrenzung aus einem continuirlichen Zuge besteht, und das also einfach 
zusammenhängend ist, woraus folgt, dass auch T durch jedes Paar nicht zerstückelnder Querschnitte 
in eine einfache zusammenhängende Fläche zerlegt wird, also dreifach zusammenhängend ist. Es ist 

Thoin«e, Thetafnnctionen. 8. Aufl. 9 
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dies ein Satz, bei dem wir die Intuition des Lesers einigermassen in Anspruch nehmen müssen. — 
In der Figur 2 der Tafel sind in dem Parallelogramm P einige Linien willkürlich gezeichnet; und rechts 
in der Riemannschen Fläche die entsprechenden. Correspondirende Punkte tragen gleiche Buchstaben. 
Es ist jedoch dieser Zeichnung ein bestimmter Werth von k nicht zu Grunde gelegt, die krummen 
Linien rechts sind nicht näher berechnet, sondern die Figur hat nur schematischen Werth. Es ist daf&r 
gesorgt, dass den Tbeilen der geraden Linie in Theilrechtecken von P Linien in den ihnen entsprechen- 
den Viertelebenen zugewiesen sind, und dass die Winkel ungefähr richtig wiedergegeben sind. 

Mittels der Formel X) des § 56 kann man die Werthe von sau für -^üT, \iEf und einige andere 
leicht bis aufs Vorzeichen berechnen. Für reelle /: < 1 und ein dem entsprechendes reelles q ist auch 
das Vorzeichen aus den angestellten Betrachtungen leicht bestimmbar. Wird der reelle Theil der 
Quadratwurzeln positiv genommen, so hat man 

für tt = \K, \iK', E+\iK', \K+\iK\ -\-K —^iK \ 

i J_ J_ \/k+ik' \ fk—ik' 

§ 59. Winkeltreue Abbildung des Rechtecks und der Ellipse auf den Kreis. Das 
Rechteck Qi + Oi mit den Ecken — Z, Jf, K+iK\ — K+iE* wird durch die Beziehung sau = z auf 
die Halbebene Ox + 0^ in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet. Die Winkeltreue ist aufgehoben in 
den Ecken, welche den Punkten — 1, +1, \:kj — \:k der z-Ebene entsprechen. Dort ist safu = caudau 
«»Null. Betrachten wir die Ecke £, so ist sau = sa{K+u — K)=^ca{u — K):da{u — E) eine gerade 
Function von u — Kf und es kann deshalb z — 1 in die Reihe 

z—\=ax{u—Ky + (h{u—KY + a^{u—KY+... 
entwickelt werden. Schreibt man re** für z — 1, p^» für u — JK, so ist für sehr kleine u — K nahezu 

(z— 1) : {u—Ky^ = r^ : Q^e^r «= Const. 
und folglich wächst t um lip wenn (p wm %p wächst. Laufen daher m u = K zwei Linien unter dem 
gegenseitigen Winkel ip ein, so laufen ihre Bilder in der z-Ebene in den Punkt 1 unter dem gegen- 
seitigen Winkel 2tp ein, und dem rechten Winkel der Begrenzung des Rechtecks bei K entspricht der 
gestreckte der Begrenzung bei 1 in der z-Ebene. Aehnlich ist es mit den übrigen Ecken. Der Punkt 
u = iEf entspricht dem Punkte z = oc, und es kann demnach auch in ihm von Aehnlichkeit eigentlich 
nicht die Rede sein. Nimmt man aber (wie dies auf der Kugel der Fall sein würde) an, dass zwei 
gerade Linien sich im Unendlichen unter demselben Winkel schneiden, wie in ihrem im Endlichen 
liegenden Schnittpunkte, so wird dort die Winkeltreue aufrecht erhalten. Die Halbebene lässt sich 
nun bekanntlich durch reciproke radii vectores, d. h. durch lineare Abbildung verschiedentlich auf das 
Innere eines Kreises abbilden, und so kann man, wie Herr H. A. Schwarz bemerkt hat, das Innere des 
Rechtecks conform auf das Innere des Kreises abbilden, wenn nur in den Ecken die Winkeltreue auf- 
gegeben wird. Soll der Mittelpunkt u^^-j-iK' des Rechtecks, also der Punkt z^^i:\/lc der Halbebene, 
dem Mittelpunkte des Kreises entsprechen, so bilde man die z-Ebene durch die Beziehung 

g = 0-z/Ä):(t + zl/^), 2 = «(l— S):l/^(l+£) 
ab, so bildet sich durch die Relation 

g = {i—]/ksau) : (t + ]/ksau) = (löoi M — ©ii (w)) : (i ©oi («) + ©iiW) 
das Innere des Rechtecks auf den Einheitskreis der g-Ebene ab. Der Ecke K entspricht der Punkt g »^ 

j i/^ \ f^ 2i\/k 

^= = ^-j-t: + Tjrz' ^^* ®^^ Rechteck mit den Seiten ^K^ Ef willkürlich vorgegeben, so muss 

i + l/X: l+Ä l + Ar 

man es erst auf ein ähnliches abbilden, weil E'E in dem Abhängigkeitsverhältnisse 2£= jr6d stehen, 
wenn man sich zur Abbildung des Rechtecks auf den Kreis der elliptischen Function sau bedienen 
will. Eine solche Zwischenabbildung aber ist nicht nOthig, wenn man zur Abbildung den Ausdruck in 
den Thetafiinctionen wählt, oder sau durch die Function Siji) des § 42 ersetzt. Einer besonders ele- 
ganten Behandlung ist das Quadrat fähig, welche wir an späterer Stelle geben. 
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Herr Schwarz giebt in Grelle's Journal B. 70 auch noch die Abbildung der Ellipse auf den 

Kreis durch die Beziehung 

2K 

zss=isa — arcsmu , 

3t 

Durchläuft u eine Ellipse mit den Brennpunkten ± 1, und den Scheiteln ± a, ± t^, so durchläuft z einen 
EreiSy der um Null mit dem Badius \\]/lc zm schlagen ist, wenn ^ = (a — &)^:(a + d)^ gesetzt wird. 

§ 60. Verlauf der Functionen cau, dau für positiv reelle k und q kleiner als Eins. 
Die Summe der Argumente, für welche cau denselben Werth annimmt, ist in einem aus den Perioden 
4K, 2K+2iK^ derselben gebildeten Elementarparallelogramm nach diesen Perioden congruent 0, weil 
die Function in den zwei Punkten tf und 2E+iK^ unendlich gross wird. Aus diesem Grunde kann 
cau, wenn u zwischen und K liegt, keinen Werth zweimal annehmen, und muss deshalb von 1 bis 
fortwährend abnehmen, wenn u von bis E wächst. Zwischen K und 2K nimmt sie aus gleichem 
Grunde fortwährend ab, bis sie bei 2E den Werth — 1 erreicht. Das Verhalten zwischen — 2E und 
wird durch die Gleichung ca — w^cau bestimmt, und das weitere Verhalten für reelle u durch die 
Periodicität. Stellt man die Curye y <» cax in rechtwinkligen Goordinaten dar, so ähnelt sie der Cosinus- 
linie y = cos{jtx:2E) sehr, mit der sie die höchsten und tiefsten Punkte, und die Schnittpunkte mit 
der Abscissenachse gemein hat, und mit der sie zugleich über und unter der Abscissenachse liegt. 
Während aber die Cosinuslinie mit der Sinuslinie wegen der Relation cos{jtx:2Ä:) '^ sin(jc(x + K):2IC) 
durch eine Verschiebung zur Deckung gebracht werden kann, ist ein gleiches Verhalten der Linien 
y = saXy y = cax nicht vorhanden, weil sa{x+IC) nicht gleich cax, sondern gleich caxidax ist. — 
Für imaginäre u zwischen und iE^ ist cau positiv reell, weil cau auf diesem Wege keinen Werth 
zweimal annehmen kann, und für t^ «» den Werth 1 hat, für u -» iE' aber unendlich gross wird und 
zwischen u = und u = iE' ihr Zeichen nicht wechselt, denn ihre Nullpunkte sind E und 3 E. 

Die Summe der Argumente, für welche dau denselben Werth in einem aus ihren Elementar- 
perioden 2E, AiE' gebildeten Parallelogramm annimmt, ist congruent Null. Deshalb kann dau i\ir reelle 
u zwischen und E keinen Werth zweimal annehmen und es liegen deshalb die Werthe von dau zwischen 
l=ja0 und kf^=^daE. Ebenso kann dau zwischen u=^E und u^^2E keinen Werth zweimal an- 
nehmen, nimmt deshalb in diesem Intervalle von hf bis 1 zu. Zwischen f«^=»0 und u=^ — 2ä^ ist ihr 
Verhalten durch die Gleichung da — u=^dau, und für weitere reelle Werthe ist es durch die Periodi- 
cität bestimmt. Man erkennt so, dass dau für relle u stets positiv ist, wenn k^ positiv und < 1 ist. 
Die Curve y = dax in Cartesianischen Coordinaten ähnelt an Gestalt der Linie y = caxy sie ist eine 
Wellenlinie, deren höchste und tiefste Punkte zu denselben Abscissen wie bei jener gehören. Die Wellen- 
berge und Wellenthäler sind aber viel flacher bei der Curve y = dax als bei der y==caxy und halten 
sich immer zwischen der Linie ^ = 1 und y = k'. — Für rein imaginäre u zwischen und iE' ist 
dau positiv reell und nimmt alle Werthe zwischen 1 und + oc einmal und nur einmal an. 

Bilden wir das Rechteck mit den Ecken 0, iT, E+iE', iE' durch die Gleichung z = cau in die z-Ebene 
ab, so bildet sich die Seite 0..E auf die Linie 1 . . der z-Ebene ab. Setzt man u = E+ %u"y ^ u" 
= K'^ so ist cau=^ caE+ iu"= — k'saiu" : daiu" negativ imaginär. Durchläuft u die Seite E. . E+ iE', 
80 durchläuft z die negativ imaginäre Achse von bis — ik'ik ohne umzukehren. Durchläuft u die 
Linie von bis iE', so durchläuft z die positiv reelle Achse von 1 bis oo. Setzt man u = iE' + u', 
O^tt'^A:, so ist saiE' + u' = — idau'iksau', es ist daher cau auf der Strecke iE' ..iE'+E negativ 
imaginär, und nimmt von oc bis — ik'ik ab. Es bildet sich das Rechteck Qi di4rch die Gleichung 
zs=cau auf die Viertelebene ab, die von der positiv reellen und der negativ imaginären Achse begrenzt ist. 

Bilden wir dasselbe Rechteck durch die Gleichung z'^dau in der z-Ebene ab, so durchläuft 
z die positiv reelle Achse von 1 bis k'^ wenn u über die Seite von bis E geführt wird. Bewegt 
sich u über die Seite . . iE', so durchläuft z==*dau die positiv reelle Achse von 1 bis oc. Aus der 
Gleichxmg da E+iu" ^^ k' : daiu" ergiebt sich, dass die Seite A'..A:'+}Ü^^ der reellen Achse derz-Ebene 
von k' bis entspricht, und aus der Gleichung daiE' + u'=^ — isau'icau' folgt, dass die Seite 

9* 
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iK' ..%1^ + K der negativ imaginären Achse von oo bis entspricht Dem Rechteck 0, K, K+xK', 
iK' entspricht daher die Viertelebene, welche von der positiv reellen und negativ imaginären Achse he- 
grenzt ist 

Jeder Punkt der u-£bene lässt sich wegen der Periodicität und durch die Gleichungen VI bis 
XVI des § 55 in eindeutige Beziehung zu einem Punkte des eben betrachteten Rechtecks setzen. Aas 
diesem Grunde gentigt es, bei Vorzeichenbestimmungen die Werthgebiete zu kennen, in denen cau^ dau 
sich bewegen, wenn es in dem Rechteck Qi liegt. 

§ 61. Ein Schliessungsproblem. Wir können an dieser Stelle als Anwendung der ellip- 
tischen Function die Lösung eines Problems einschalten, welches frflher von Poncelet und Steiner be- 
handelt worden ist, und dessen Zusammenhang mit dem Additionstheorem der elliptischen Functionen 
Jacobi bemerkt hat. (Jacobi, gesammelte Werke B. I, pag. 279). 

Die Gleichung cat = caucav + sausavdat hat vier wesentlich verschiedene Wurzeln, wenn u 
als unbekannt gedacht wird. Ihre rechte Seite f(y) ist in v eine doppelt periodische Function mit den 
Perioden AK und 4iK', sie wird för die vier Werthe lÄ", 2K+iK', 3iA", 3iÄ^+2i:; deren Summe cod- 
gruent Null ist, unendlich gross, und wird also auch viermal gleich ca t. Die Gleichung VII) des § 56 
lehrt, dass sie ftlr v = u+t und v = u — t befriedigt wird. Die beiden andern Wurzeln aber sind v = 
2K+1iK' — (^±0; ^^^ °^^^ daraus erkennt, dass cav die Periode 2E+2iK^ hat, und dass 

sa(2K'+2iK'—(u±t)) = sa{2K—{u±t)) = sa{u±t) 
ist Sind nun u und t reelle Grössen, so giebt es nur zwei reelle Wurzeln dieser Gleichung, nämlich t;=' 
u+t und v = u — t. Diese letzteren kommen bei dem jetzt zu behandelnden Problem allein in Betracht 

Die Centrale zweier excentrischer Kreise, von denen ^^„.^ —- -^ 

der eine im Innern des andern liegt, habe die Länge a. Der y^ ^^^^>l^(2^) 

Mittelpunkt des grossen Kreises (R) sei Coordinatenanfang, X ^--'''"^111--^'''/^^^^^^ 

der Mittelpunkt des kleineren Kreises (r) habe die Abscisse / _-^p-^ x \ 

— a, die Ordinate 0. Auf dem Kreise (R) werde ein Punkt ^^t^^^^^^v^ \K* / \ 

*iv / P\\\ / \ 

m angenommen, dessen Radiusvector mit der positiven Ab- (25s?)/\ / \l\ / \ 

scissenachse den Winkel 2^) einschliesst. Von diesem Punkte \{ "^ — 'Z^^^^y 1 * 

ziehen wir in der Richtung der wachsenden Winkel eine \ \ ^y-^"^^^ / j 

Tangente an den kleineren Kreis (r), der (Ä) im Punkte \ \C^ * ^/ / 

ffii trifft. Der Winkel, den der Radiusvector R dieses Punktes \ \ / / 

mit der positiven Abscissenachse einschliesst, sei 2g)i. Von \ \ / / 

mi ziehen wir die Tangente mi m^ an (r), der Radiusvector ^\^95) ^y^ 

des Punktes m^ auf (Ä) bildet mit der Abscissenachse den * ^ ^""^ 

Winkel 2g>^. So ziehen wir weiter die Linien mj ms, 19131714 .. . mit den zugehörigen Winkeln 29^, 29)4..., 
Tangenten und Secanten an (r) und {R). Das Loth vom Coordinatenanfang auf mm^ sei p, auf mi^ 
m^m^j m^m^ ... seien die Lothe bez. px^ p%^ p^ . . .; dann ist der Winkel, den p^ mit der positiven Ab- 
scissenachse einschliesst, 9>^ + 9)^+1, die Länge des Lothes aber ist /?^«- äcö^ (9)^+1 — 9>^), wie man 
aus der Figur sogleich erkennt, weil Winkel {p^ R)=^q)+(Pi — 2g>'^g>i — g> ist. Setzt man in die in 
der sogenannten Normalform gedachten Gleichung der Geraden m^. . . m^^i die Coordinaten des Hittel- 
punktes von (r) ein, so findet man weiter 

(A.) acos{q>^+g>^^i)+Pf^-^r'-=^acos(^f^+g>f^^i) + Rcos{g>^—q>fji^x) 
==^{R+a)cosg>f^cosg>^^i+{R—a)sinq>fj^sing>fj^^^. 

Es beschränkt die Allgemeinheit nicht, wenn g> positiv angenommen wird. Nun werde gesetzt 
(ti.) aat- j^^^, ß^^-cat, sat- ^^^ , A -^^^^j,_^,, ic - ^g^^y_^> 

worin k* und k reell und kleiner als 1 sind, so dass es ein zugehöriges q giebt Wir wählen t positiv 
und kleiner als IC, so ist t durch die Gleichungen (B.) vollständig bestimmt, weil die Function dai a 
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einem Elementarparallelogramm jeden Werth nur f&r zwei Werthe von t annimmt, deren Summe con- 
gruent Null ist. Weiter setzen wir 

(C.) sin q>n = sa m«, cos ^n = ca m«. 
Durch diese beiden Gleichungen ist Un^ wenn nur reelle Werthe zugelassen werden, bis auf ein Multi- 
plum von \K bestimmt. Dividiren wir .(A.) durch R + a und setzen dann die eben gefundenen Aus- 
drücke in den elliptischen Functionen der Gleichungen (B.) und (C.) in den Quotienten ein, so erhalten wir 

(D.) -^3^ = co5 9P^co*g5^+i+^^T:^«n9)^m cat = cau^caUf^_^x + sau^^sau^^^dat , 

und es ist w^4-i=«^^ + ^« Die Lösung w^-i-i=w^— ' (die zum Punkte m^_i f&hren würde, kommt 
nicht in Betracht, wenn wir festsetzen, dass wachsenden q) auch wachsende u entsprechen sollen. Der 
Natur der Tangentenconstruction nach ist 9)^4.1 — 9^^ stets kleiner als jr, dem entsprechend können wir 
^u+\ ^^ bestimmen, dass «^ + 1 — u^<2K wird. Ist nämlich g) = q)^+v:jt, u = u^+2vK, sing) = sau 
wo q>^ zwischen und jc liegt, und wächst 9 stetig um eine Grösse ^^, so wächst auch u stetig um 
eine Grösse =2ä', weil wieder sin{g)-\-7c) = sa{u+2IC) ist. Liegt nun 95^ zwischen vjt und (r+l)jr, 
und Ufji zwischen 2vK und 2(^ + 1)^^, so liegt g>fi^\ entweder in demselben Interyalle vx ...(v + 1)jü 
und zugleich 1*^4.1 in dem Interyalle Ton 2v£l bis 2{v+l)£:, oder es liegt 9^-1-1 in dem Intervalle von 
(r+l)jr bis {v+2)jt, und zugleich w^+i in dem Intervalle 2(j;+l)ir... 2(t^+2)Ä; weil in diesen Inter- 
vallen die Vorzeichen von sinq)^^^^^ und sau^^^i übereinstimmen. Sind demnach die Winkel % 9)1, g)2, 
9)3 .. . bez. kleiner als vjc^ v^üty v^^y v^x . , . und grösser als {y — l)jr, (r^ — 1)^, . . ., wo die Vy v^y 
^2) ^3) • • • ganze positive nicht abnehmende Zahlen sind, so sind auch u, t«i, t^2, U3, . . . Grössen, die 
bez. kleiner als 2vK, 2p^K, 2V2IC, . • . und grösser als 2(1^—1)^; 2(vi — \)IC, 2(^2 — 1)ä; . . . sind, und 
wenn der Punkt mn auf m fällt, wenn die Tangentenfolge ein den kleinen Kreis ^-mal umgebendes ge- 
schlossenes Vieleck bildet, so muss 9)« = ä:ä: + 9), Un = 2hIC+u sein. Nun ist i^ = u + t, «2 = ^1+^ = 
u+2t, . . ., Un'=u+nt, und die Bedingung f&r das Geschlossensein ist deshalb 

9>n — g> = fiJtj Un — tt = 2ÄÄ, *an^ = 0, ^ = , sat = sa . 

n n 

Hieraus geht zunächst hervor, dass das Geschlossensein oder das Nichtgeschlossensein von der Wahl 

des Punktes m unabhängig ist (Poncelet.) 

§ 62. Beispiele. Drückt man sant mittels des Additionstheoremes durch sat aus und ersetzt 
letztere Grösse mittels (B) durch ^, r und o, so erhält man für ein gegebenes n die Bedingung des 
Schliessens. Da / < ^ sein soll, so kommen von den verschiedenen Wurzeln dieser Gleichung, die 
/ = 2Z:w, 4Ä':n, 2(» — l)IC:n entsprechen, wenn n ungerade ist, nur 4- (« — 1), für gerade w nur 4- (n — 2) 
in Betracht, welche den verschiedenen Anzahlen der Umgänge des Vielecks um (r) entsprechen. Für 
n = 3 wäre die Formel XII) des §56 zu benutzen. Man kann zu einer Gleichung f&r sa(2IC:^) aber 
auch auf folgende Weise gelangen, die bequemer ist Es ist (nach dem Additionstheorem) 



^ 2E 2K^ 2K 



f^ir ^^ 2^ •" 3 "" 3 "" 3 ^ 2ä^^ 2ir , „ ; 



3 



2r R—a . ((Ä+a)i_r2)2 4aÄ 






Ä + a R+a {R+ay (Ä+a)2— r^ 

^ { R+ay—^aR{R+ a y + Aar'^R ^ ((Ä^--agp + 4ar2Ä) 

{R+aY {R+ay 

2r(Ä-|-a)(Ä«— a2) = (Ä+a)»((Ä+ö)2 — 4aÄ)-f4ar2Ä = (Ä+a)2(Ä— Ä)« + 4ar2Ä=(Ä2— «2)2 

(Ä2_ a2)2_ 2r{R+a) (Ä2— a«) -f- rHÄ+a)2 = r2(Ä+a)2_ 4ar2Ä = r2(Ä— a)2. 

Ä2— a2— r(Ä+a)= ±r(Ä— a). 

Nimmt man das Minus-Zeichen, so folgt R^ — a2 = 2ra oder R^^^aia+r), was geometrisch nicht er- 

f&llbar ist. Nimmt man das Plus-Zeichen, so erhält man die Bedingung 

Ä2^a2 = 2rÄ. 
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Für A = 1, n «» 6 hat man 






2 {B} — a?) {R — a) \/Jß+äy^^ = 2(^2— aP) \/{Ri—a?)i—r^{R—ay = (Ä*— a^Y + \ar^R. 
Hieraus folgt durch Quadratur (Fuss) 

— 3(ä2 — a»)3 + 4(Ä2— a2)r2(Äa+a2) + i6aV*Ä* = 0. 
Wollte man ^=2 Betzeu, so würde das Sechsseit in zwei übereinander liegende Dreiecke zerfallen. 

Das Resultat U| = u+^ lässt sich auch noch anders deuten. Ist Ar und ist sat = smtf) gegeben, 
so bedeutet das zwei Beziehungen zwischen R^ r und a, und es kann u noch beliebig gegeben werden 
sau^=sinq>. Da nun g)i sich aus 9 und tp durch geometrische Gonstruction ergiebt, so ist sau + t geo- 
metrisch construirt, und man kann von geometrischer Gonstruction des Additionstheorems reden. 

§63. Verlauf der elliptischen Functionen für ein negatives g. Ist tA^^BsiA^^-f-A", so ist 



xn — ~ — — ,-,— +1« — ^- •/_ in- ^^ 1^,- 



q^e ^ =e ^ "' =-. ^, /^=r 4^ =i^e ^ 



Um das Gedächtniss dafür, dass q hier negativ ist, zu unterstützen, mag q= — {q) gesetzt werden. 
Aus den Gleichungen 

folgt, dass k reell und grösser als £ins, und dass k rein imaginär ist. Für (g)= ist A:^= 1, ^ = 0; 
nähert sich {q) der Eins, so wird kf positiv unendlich, k wird positiv imaginär unendlich, und A:^ wird 
negativ reell unendlich. Durchläuft {q) alle Zahlen von bis 1, so durchläuft k^ alle negativ reellen 
Werthe von bis — ac, und zwar ohne umzukehren, wie der Anblick der Productdarstellung lehrt, 
woraus folgt, dass für jedes negativ reelle k'^ oder rein positiv imaginäre k ein und nur ein negati? 
reelles ^ = — {q) existirt. Für negativ imaginäre k ist /r^ ebenfalls negativ reell, und es ergiebt sich 

4_ 4 _ _ 

für ± ik dasselbe ^, nur muss ]/q = (1 — i)\/{q) : 1/2, ]/q = — i\/{q) gesetzt werden. Dieser Fall führt 
nicht auf wesentlich Neues, wir wollen deshalb hier k als positiv imaginär voraussetzen. 

Die Functionen 0{u\ 9oi(^) ^^^^ ^^ reelle u reell, ß\^{u) und 6ii(u) sind Producte aus reellen 
Grössen in den Factor 1 + i. 6{u) und Omiu) sind auch für rein imaginäre u reelle Grössen, 6io(u) 
aber ist ein Product einer reellen Grösse in den Factor l + i, und 6ii(u) ein ebensolches in den Factor 
t(l + t) = i — i. Damit lässt sich der Verlauf von sau^ cau, dau für rein reelle und rein imaginäre u 
Studiren. 

Die Function sau = B6iy{u): 610 &oi(ü) hat ftlr reelle u nur reelle Werthe, der im Zähler und 
Nenner vorhandene Factor (1 + hebt sich fort. Die Curve y=^sax gleicht im Falle eines negativen 
q insofern der im § 57 ftlr ein positives q beschriebenen, als sie ebenfalls eine Wellenlinie darstellt, 
deren grösste und kleinste Ordinaten ± 1 sind, und diese Werthe sowohl, als auch die Werthe f&r 
dieselben Werthe von x annimmt als jene, sofern IC dasselbe ist. Auch theilt sie mit jener Curve die 
Eigenschaft;, dass sie von x = his x = IC fortwährend ansteigt, von x = A^ bis x = 2IC fortwährend 
von 1 bis abnimmt, und es nimmt in dem Intervalle von bis IC sau keinen Werth zweimal an, aus 
gleichen Gründen als im § 57. Für rein imaginäre positive u zwischen und iK" ist sau ebenfalls positiv 
imaginär und wächst fortwährend. Es ist aber 

saiIC" = sa(iir—E) = —caiIC:daiE'=^ — i:k, 
was eine positiv imaginäre Grösse ist. Zwischen und — iJ&^ ist sau negativ imaginär und nimmt 
jeden Werth zwischen und 1 : k einmal und nur einmal an. Rein imaginäre Werthe ausserhalb dieses 
Intervalles schliessen wir vorläufig von der Betrachtung aus. 

Die Function cau = 9oi^io(^)-^io^oi(^) i^^t für reelle u reell und nimmt von 1 bis unaufhör- 
lich ab, wenn u von bis K wächst. Wächst u von IC bis 2IC, so nimmt cau weiter ab bis zu— 1. 
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Fttr negative u ergiebt sich der Verlauf von cau aus der Gleichung ca — u = caii, und ausserhalb des 
Intervalles von — 2K bis zu 2K aus der Periodicität. Die Curve y = cax fttr ein negatives q ähnelt 
der, welche wir im § 60 für ein positives q beschrieben haben, mit der sie, wenn üT beidemal dasselbe 
ist, in ihren höchsten, tiefsten und den Nullpunkten tibereinstimmt. Für imaginäre u zwischen — lA?^ 
und +iK" ist cau positiv reell, der Factor (1 + hebt sich im Zähler und Nenner fort Da 

ca iK" = ca {iE* — Ä^) = ^^a iK' : da iE' = ik':k 
ist, welche Grösse positiv reell und grösser als Eins ist, so durchläuft cau die Werthe von 1 bis ik'iky 
wenn u von bis iE" wächst, und dieselben Werthe noch einmal, wenn u von bis — iE" abnimmt. 

Die Function rfau= öoi 6 (w):ÖÖoi(m) ist reell für reellem, sie hat fllrw = den Werth 1 und 
wächst bis zu k*, wenn u von bis E zunimmt Wächst u weiter bis 2E^ so nimmt dau wieder fort- 
während bis zu dem Werthe 1 ab, und fttr weitere reelle Werthe von u bestimmt sich dau dadurch, 
dass dau die Periode 2E hat Die Curve y=^dax unterscheidet sich von der im § 60 fQr ein positives 
q und dieselbe Function beschriebenen dadurch, dass sie gewissermassen einen entgegengesetzten Ver. 
lauf hat, indem ihre Ordinaten da zunehmen, wo die jener Curve abnehmen und umgekehrt. 

Fttr rein imaginäre u ist dau reell. Da da iE" ^^^ da {iE' — E) = k':daiE = ist, so nimmt 
dau von 1 bis ab, wenn u von bis iE^^ wächst. Wächst u bis zu 2iE^^^ so wird zuletzt 

da2iE'' = da{2tE''— 2E) = da2iE' = — ^fo c=- _ i, 
die Function nimmt daher bis — 1 ab. Fttr negativ imaginäre u zwischen und — 2iE'' ergeben sich 
die Werthe aus der Gleichung da — u=^dau, und weiter aus der Periodicität 

Die Methode, diese Sätze streng zu erweisen, ist dieselbe als die im § 57 angewandte, weshalb 
sie nicht wiederholt zu werden braucht 



§ 64. Die Riemann'sche Fläche für einen negativen Werth von k\ Bilden wir das 
Rechteck 0, E^ E+iE''=iE'y iE^' durch die Gleichung z^^sau auf die z- Ebene ab, so wissen wir 
schon, dass der Rand K) .. E sich auf die Strecke ... 1, der Rand . . . iE" sich auf die Strecke 
. . . — \\k abbildet Um das Bild des übrigen Rechteckrandes zu finden, setzen wir zuerst u^^E-^-iu" 
und lassen w" von bis E'' wachsen. Dann ist 5aA^+m"=catV':tfaiV' positiv reell. Für u"^=^E'* 
wird der Ausdruck unendlich gross. Es durchläuft demnach z die reelle Achse von 1 bis oc, und zwar 
immer in derselben Richtung, wenn u von E bis iE^ geradlinig läuft. — Durchschreitet u den Rand 
von iE" bis tX', so setzen wir tt = iüf"+tt' und lassen u' 
von bis E wachsen. So ist 
z = 5a(u'+iX'0 — sa{iE'+u*—E) = —sa{iE'+u'+E) 

= — dau^'.kcau* 
also positiv imaginär, es durchwandert z die Werthe der 
positiv imaginären Achse von — \\k bis ins Unendliche, 
wenn u* von bis E zunimmt So ergiebt sich, dass der 
Rand des zu untersuchenden Rechtecks der u-Ebene sich 
auf die positiv reelle und positiv imaginäre Achse der 
z-Ebene ein-eindeutig abbildet, welche die Begrenzung einer 
Viertelebene bilden. Mittels des Satzes im § 20 über den 
Zuwachs des Logarithmus einer Function, wenn die Variabele 
über einen geschlossenen Zug geführt wird, beweist man 
leicht (vergl. § 58), dass das Innere des Rechtecks sich ein- 
eindeutig auf die Viertelebene abbildet — Ziehen wir von 
nach iE^^=iE^'+E in der u-Ebene eine Diagonale, so muss 
ihr Bild eine knotenlose im Innern der Viertelebene von 
ins Unendliche verlaufende Linie sein, deren Anfangsneigung 
gegen die reelle Achse arc iE' ist und sich im Unendlichen 
asymptotisch derselben Richtung nähert Sie ist in der 
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Figur durch ei dargestellt — Das Bild des Rechtecks Ky 2iC, ^K+iK^'^ %Kf untersucht man leicht mittels 
der Gleichung saK-^u^=^saR — u. Es folgt daraus, dass sich der Band von K bis 2ir, von 2K bis 
2A'+iÄr", von ^K^-iK" bis iK\ von iK'=xK"'\-K bis K bez. auf die geraden Strecken der z-Ebene 
von 1 bis 0, von bis 1 : Ar, von 1 : k längs der negativ imaginären Achse bis oo, von oc längs der positiv 
reellen Achse bis 1 abbildet. Das Innere des Bechtecks und das Innere der von der negativ imaginären 
und positiv reellen Achse eingeschlossenen Yiertelebene entsprechen sich ein-eindeutig. Der Diagonale 
von K bis 2K+i£*^ des Bechtecks entspricht eine knotenlose Linie von 1 bis 1:^, die in der Zeichnung 
durch dl gekennzeichnet ist 

Nun aber untersuchen wir das Bild des Parallelogrammes Qx mit den Ecken 0, K, K+ilC, ilC, 
Der Band desselben bildet sich ab auf die Gerade von bis 1, dann auf die Linie ^i, weiter auf die 
negativ imaginäre Achse von \\k bis ins Unendliche, und endlich vom Punkte oo bis zum Punkte 
auf die Linie Ci. Diese Linien bilden die Begrenzung eines unendlichen in der Zeichnung mit Oi be- 
zeichneten EbenenstQckes, und es besteht zwischen Q^ und 0^ eine ein-eindeutige Beziehung. 




i'ln 




Das Parallelogramm mit den Ecken 0, — ä; —K+iK'=iK'\ iK' bildet sich, wie man leicht 
sieht, auf das unendliche EbenenstQck 0^ ab, welches begrenzt ist von der geraden Strecke von bis 
— 1, von der Linie dj, die zu äy symmetrisch den Punkt — 1 mit dem Punkte — 1 : ^ verbindet, von 
der positiv imaginären Achse von — \:k bis ins Unendliche, und von der Linie ei vom Punkte oc bis 
zum Punkte 0. Zwischen Q% und 0^ besteht eine ein-eindeutige Beziehung. 

Das Bild des Bechtecks Q^ findet man aus dem von Qx, und das von Q^ aus dem von Q^ durch 
die Gleichung $a — u»» — «au, woraus man sogleich erkennt, dass sich Q^ auf O3, Q^ auf O4 ein-ein- 
deutig abbildet 

Um das Bild des ganzen Periodenparallelogrammes P mit den Ecken — 1K — iK\ ^K-^iK*, 
2K+iK% — 2K+iK' und den sie verbindenden Seiten /?~", a+, /?+, ar herzustellen, haben wir noch die 
Bilder der Parallelogramme ^1, ^, S^^ S^ zu beschreiben. Diese Bilder haben in der schon mit dem 
Bilde von &i+ift+i6s+^4 bedeckten 2-Ebene (0) nicht mehr Platz, wir verwenden fttr sie eine zweite 
Ebene, die Ebene (27). Mittels der Gleichungen fau±2A'ss — sau gelangt man zu dem Resultate, dass 
sich Sy auf ein 0^ congruentes Stück Vi abbildet, welches wir, um nicht noch eine zweite Zeichnung 
anfügen zu müssen, dadurch in der Figur kennzeichnen, dass wir neben Oi noch den Buchstaben Ui in 
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Klammem schreiben. Ebenso bilden sich S^, ^3, ^4 bez. auf unendliche Ebenenstttcke ü^^ Uz^ U4 ab, die 
durch {Ü2)i (2^3), (^4) in der Figur markirt und den Stttcken O21 0^, O4 congruent sind. 

Jetzt legen wir die Ebenen und ü auf einander, ü als die untere ansehend, so dass sich die 
Achsenkreuze decken, und lassen sie längs der Linien*") di, d^ so mit einander verwachsen, dass diese 
Linien Durchsetzungslinien einer Riemann'schen Fläche T werden. Geht man über eine dieser Linien 
hinweg, so gelangt man aus einem Blatte in das andere, die Blätter durchsetzen sich längs dieser 
Linien, deren Endpunkte Verzweigungspunkte sind. Umkreist man einen dieser Punkte, so geht man 
über eine Durchsetzungslinie hinweg und kommt aus einem Blatte in das andere. 

Die beiden Ränder a+ und ar des Parallelogrammes P 
bilden sich auf das positive bez. negative Ufer a+ und ar einer 
Linie a ab, welche im untern Blatte der Biemann'schen Fläche 
verläuft und der Lage nach mit der früheren Linie ^1+^2 zu- 
sammenfällt. Der Linie i?+ von +7,K+iK' bis —^K+iK' ent- 
spricht eine Linie 6, die auf dem positiven Ufer von a im Unend- 
lichen (also im unteren Blatte) beginnt, auf der negativ imaginären 
Achse bis zum Punkte 1 : k läuft und durch Yermittelung dieses 
Verzweigungspunktes, den man auf unendlich kleinem Wege um- 
kreist denken kann, ins obere Blatt gelangt, von da längs der 
negativ imaginären Achse durch's Unendliche über die positiv 
imaginäre Achse zum Pupkte — \\k kommt, durch Umgang um 
ihn ins untere Blatt eintritt, und dort längs der positiv imaginären 
Achse ins Unendliche verläuft, und so in einem Punkte endigt, 
der dem Ausgangspunkte auf dem negativen Ufer von a gegen- 
überliegt. Das linke Ufer der Zugrichtung ist das positive &+, das 
andere das negative, es entspricht der Linie ß", Dass die Rie- 
mann'sche Fläche T dreifach zusammenhängend ist, und dass sie 
durch die Querschnitte a und 6, deren beide Ufer zusammen eine 
continuirliche Begrenzung bilden, in eine einfach zusammenhängende 
T zerschnitten wird, folgt genau so, wie es im Falle eines posi- 
tiven k'^ im § 58 nachgewiesen ist 

Will man sich von dem Werthgebiete Z'^sau eine Vor- 
stellung machen, wenn sich u in einem Periodenparallelogramm 

bewegt, so gelangt man mit einer gewissen Kothwendigkeit auf die Riemann'schen Flächen. Wenn 
demnach der Meinung Ausdruck gegeben wird, dass diese Flächen eigentlich nicht in die Theorie der 
elliptischen Functionen gehören, so muss man, wie es mir scheint, consequenter Weise auch das Perioden- 
parallelogramm als nicht eigentlich zur Theorie der doppelt periodischen Functionen gehörig ansehen. 
Eine solche Ausschliessung dürfte aber das Verständniss recht erschweren, und ich hege doch gelinde 
Zweifel, ob überhaupt Jemand existirt, der eii)e volle Einsicht in diese Theorie besitzt, ohne sich 
jene geometrischen Hilfsvorstellungen zu bilden. 
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§ 65. Der specielle Fall K"=^K. Abbildung des Quadrates auf den Kreis. Ist %K' = 
IC+iKj q = — e^^, so hat sau die Perioden AK und 2%K* =^iK+^iK, oder auch die primitiven 
Perioden 2iK+2K und 2iIC — 2j^ (woraus folgt, dass auch AilC eine Periode ist). Dieselben Perioden 
hat aber als Function von u auch saiu. Beide Functionen nun, sau und saiu verschwinden ftlru = 



*) In einer Bede des Herrn Krause (Givilingenienr, XXXIV. Heft, 7) befindet sich die befremdliche Aeassemng, 
dass beim Znsammenheften der BiStter einer Biemann'gchen FlSche eine geometrische Unmöglichkeit stattfinde. Sollte 
hier eine Verwechselnng zwischen materiellen and geometrischen Oebilden vorliegen? Dass sich verschiedene Aeste einer 
geometrischen Fläche darchsetzen, gehört zn den elementaren Yorstellnngen der Banmgeometrie. Man denke z. B. an einen 
Cylinder, dessen Gmndschnitt das Blatt des Gartesins ist. 

Thomaet Thetaftmctlonen. 3. Aufl. \Q 
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und u»«2ir, weil sa2iK— — sa2iIC+2iC==—saO ist Beide Fooctionen werden in den Punkten iK+R 
und iK — IC unendlich gross. Die beiden Functionen können sich daher nach § 39 nur durch einen 
Constanten Factor unterscheiden , welcher sich nach Division mit u Üir u = unmittelbar ergiebt, so 
dass man die Beziehung findet saiu = isau, 

ans welcher Gleichung man noch die Eigenschaft sa(u + 2iK) = — sau abliest Setzt man iK^+K'^ 
2K+iK für u, so folgt (§ 55) 

isa[K+iK') = i:k=sai(K+i£') = sa{2iK—K) = —sa—K— saK=l, k = i. 
Daraus findet man leicht die Gleichungen 

caiu = l/l — saHu = l/T — fisä^u = dau , daiu = cau , safu = l/i — sa*u . 
Die Linien e^ ^^ o> des rorigen Paragraphen werden gerade, und sind unter dem Winkel -~x gegen 
die reelle Achse geneigt, denn durchläuft u die Gerade von bis tK% so ist auf ihr w^X + iX^ 
O'^X'^.Kj und also nach dem Additionstheorem 

sau — saX + iX = (saX caiX daiX + saiX caX daX) : (1 — i^sa^X saUX) = (1 + i)saX caX daX: (1 — sa^X) 
und der arcus dieser Grösse ist von X unabhängig gleich -[-jr. 

Durchläuft u den Rand eines Quadrates mit den Ecken K, iK, — K, — iK, so durchläuft z = sau 
den umfang eines Kreises mit dem Radius 1, und es bildet sich das Innere des Quadrates winkeltreu asuf 
das Innere des Einheitskreises so ab, dass sich die Mittelpunkte der Figuren entsprechen (Schwarz), 

Es genügt, eine Seite des Quadrates zu betrachten, etwa die Seite von J^ bis iA". Auf ihr ist 

u = A^+(t — 1)2, während X reell von bis K wächst Setzt man nun 

/r, . /. «x-^N caX — iX caXcaiX + saXsaiXdaXdaiX 
sau = z = sa{K+(t—i)X) = -r—: — —= ,- . ^ ■ , , ^ — ^ — ry — 2 — .- 

^ daX — tX daXdatX + t^saXsatXcaXcatX 

caXdaX + isaXsaXdaX caX i+isa^X 

daXcaX — isaXsaXdaXcaX 1 — isa^X^ 

so ist klar, dass abs z für diese Werthe von X immer Eins ist, und dass z für 2 =» 0, u — A^ Eins, für 

u = iKy X = Kj z»(l + t):(l — = ^ 1^^) ^^^ ^^^^ ^ ^i® Peripherie des Einheitskreises von 1 bis i 

durchläuft, während u über die Gerade K.. .iK geführt wird. Es bedarf nun keiner Erörterung weiter, 

dass der Seite tlC . . . — K das Peripheriestück t . . . ^-1, der Seite — K. . . — iE das Peripheriestück 

— 1 . . — i, der Seite — iK, ..K das Stück — 1 ... 1 entspricht Für u = ist z = 0, also entspricht 
der Mittelpunkt dem Mittelpunkte, und den Diagonalen des Quadrates entsprechen auf einander senk- 
rechte Badien des Kreises. 

§ 66. Die lineare Transformation der Thetafunctionen. Die Entwickelung der doppelt 
periodischen Functionen sa^u^ ca^u^ daP-u^ die die Perioden 2jri, 2jr2 besitzen, in unendliche Producta 
führt durch Zähler und Nenner zu den Quadraten von Thetafunctionen, deren Modul x^^ixjc^xn^ von 
dem Periodenverhältnisse abhängt Es sind aber 2jri, 2jc^ ein willkürliches Paar primitiver Perioden, 
mit der alleinigen Beschränkung, dass Qrc(7Ci\K^ zwischen und ji liegen muss, und da dieses Paar 
durch jedes andere, welches dieselbe Bedingung erftlllt, ersetzt werden kann, so lassen sich jene doppelt 
periodischen Functionen durch unendlich viele verschiedene Thetafunctionen darstellen, und es lässt 
sich im Voraus erwarten, dass die so sich ergebenden Thetafunctionen in einer einfachen Beziehung zu 
einander stehen. Diese Beziehung ist aufzusuchen. — Es werde 

T = Mrjr2:^i, T = wrjr2:^i, 5r2 — a^2+/J^i? ^1 = 7Jr2+rf:w^i, a6 — iSy = l 
gesetzt, wo a, /3, /, S ganze positive oder negative Zahlen sind. Zwischen den Moduln der in Betracht 
kommenden Thetaftinctionen bestehen demnach die Beziehungen 

|v jr^ «T + ffiJT^^ 1 / ____}^ \ _£_ — &r + ßiJü J^/ ^ wr \ 

ijt~ YT + diJi:~ y\ yr + öijc)^ ijc~ y^ — cUjt 7 \ yx—ain)' 

Das Argument z war eine Abkürzung ftlr — uijt:2niy es wird daher zweckmässig sein, f&r 

— uiji:23ti die Abkürzung z einzuftlhren, und wenn die Deutlichkeit eine nähere Angabe des Moduls 

nicht fordert wird man « / \ /^ « / x ^ /-x a, .^--x 

^ »hg{z) für d'kg{z,t\ d'kg{z) für d'Hg{z,x) 
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Behreiben dürfen. Die lineare Transformation der Thetafunetionen beschäftigt sich mit der Aufgabe^ 
die Beziehung zwischen ^h^iz) und d-h'9*{z) zu finden. Dabei bestehen zwischen z und z die aus ihrer 
Definition folgenden Gleichungen 

U) z — tjrz:(yr + di:jr), z = — ixz:('/T — aix). 

— Fttr die auseuftthrenden Rechnungen ist es nOtzlich, einige einfache aus den obigen folgende Be- 
ziehungen zwischen r und r vorauf gehen zu lassen. Man findet nämlich leicht 

y (rfr — ßtjt) = d(7T — aiJt) + aöijt — yßix = d (yr — aijt) + ijiy 

yx — am yx — abc 

Aus diesen Gleichungen findet man nun wiederum leicht 

V) y ^ J= — -^ = —. — '- 2Xyz + X^ — X^aym , 

yx — a%J€ yx — am 

_ yx — ain yx — atJt yx — am yx — am 

= 1(i (^^y^r ^^> +Jf^) z + p2(j2y + y _ ißi^) = 2(i6z — 2iiz + (i'^Ü^x- (iH — fi^ößm, 
yx — cnj€ 

was aus III), IV) und II) gefunden wird. — 

Vermehrt man z um Xm, so vermehrt sich z um — Xyx + Xam, und da 

Ih'Az - Xyi+XaiJt) — (— 1)^(«* -y^e2^y«-^'Ä^,.^.(i) 
ist, so muss man d-k'^iz) mit zV z^y 

^yx — ain ^, ^ y r + 6 in 

multipliciren, um eine Function ^{z) zu erhalten, die der Functionalgleichung 

9)(z + 2t>) = (-l)*^9)(z) 
genügt, wo h^=ahf — yg' — 07 ist Die Function 9 (z) genügt aber dann auch der zweiten der unter I) 
im § 47 aufgestellten Functionalgleichungen. Denn wenn man z um (ix vermehrt, so ändert sich z um 
i7tijn::{yx-{'dm)=^ (iöx — iißm, und es ist 

»H'A^+fiöx—fißm) = (— l)A'(/^Ä'+(%yO^-2A£cy?-A*«<r»f^^,^,(-)^ 

^z+^6^-^f,ßinyy _Jy_^ 2^rfz-2^z+^'d«f-^«r-^V^7r 
^ yr — aht ^ ^yt — airc 

^{z + fix) = (— l)^''^-2^«-^"^9)(z), g = ßh'+ösi'—öß. ' 

Eieraus folgt, dass sich q>(z) von d'hgiz) nur durch einen constanten (von z unabhängigen) Factor unter- 
scheiden kann, und dass also z*/ 

VII) »,,{z)=CeY^-^h^Az) 
gesetzt werden darf, wo 

VIII) h — ah'—yg'—ayy g = ßh'—dg'—ßd; h'=h6—gr+yd, g' = —hß+ga+aß 

ist Bei Berechnung von h'g* ist von dem Umstände Gebrauch gemacht, dass a — ß ungerade ist, wenn es 

7 und 6 sind, und dass in diesen Grössen ein Multiplum von 2 ohne Weiteres fortgelassen werden darf.*) 



*) Nach der FormeUammiang des Herrn Schwärs ist 

1^1 u" 



Werden die Perioden durch die SchreibweiBe a{u\nxf7t^ angedeutetv so folgt hieraas 

10* 
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§ 67. Die Gonstante der linearen Transformation. So weit C ron r abhftngt, UUet sich 
diese Grösse mittels der Differentialgleichung II) des § 47 bes timmen, welche zu dem Resultate ftlhrt 

dlgC = — ^dlg{rt+dm\ C= a\/—ni{yx+6ix), 
wo ff nun eine numerische Gonstante bedeutet Eine andere Methode, die wir hier anwenden wollen*), 
bestimmt ff sogleich bis aufs Vorzeichen. — Zunächst erweitem wir die Formel ti^#oi^io*^\i = ^ ^^^ 
wenig. Es sei Ä'4, ^4 ^i 1, 1 (modulo 2), 

und es seien bez. die Indicespaare 

^'i, a'u Ä'2f ^2; Ä'3, ^'3 = hu gx\ Jhy gri h, ffs (modulo 2), 
wobei die Paare A],^i; hfff^] hiffz ^^^ Gharakteristiken 0,0; 0,1; 1,0, jedoch in nicht voraus- 
bestimmter Reihenfolge sind. Dann ist nach Formel IV) des § 47, wenn h^g^ irgend eins der Paare 
Ä'i,^i...Ä'4,/4 ist, 

*v.,'W = (-l)^^'<f-^)^A.W, ^v..'(^) =^i««Ä'(^'-i^)*,,,(z), 

^^h\,g\H\,g\H'z ,g'^ _ i^.^ot» io ht^ 

^'hU,g\ ^'11 

^ = {g\—g\)h\+{^^—g^)h\ + {js^^—g^)h\—s/'K + ^' 
Die Gonstante C wird ausser von a, ß, y^ ö auch noch von h, g abh&ngen. Deshalb ist es nöthig, die 
Ableitung des vorigen Paragraphen zunächst für den Fall A = 0, g^===0 auszuf&hren und daraus die 
Ableitung fbr die fibrigen Gharakteristiken mittels der Formel V) des § 47 zu bewerkstelligen. Setzt 
man nachher z = 0, po erhftlt man auf diese Weise die Formeln 



c{u\3€un^) = ^ -— ^^ ^-^ 



jr^^oi^io ß 
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Nan ist nach den im Text gefundenen TransformatioDsformeln 

ö„ L 1^) = Const. e '''«' ~ea {u, •-^), 
und OB folgt durch Differentiation 
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und hieraus entspringt mit Anwendung der im Text gefundenen Transformationsformeln der Sats 

<j(m|^i,^2) = o(w| jri,X2). 
Es ist demnach die Function a{u) und also auch ihr zweiter negativer logarithmischer Differentialquotient, die Function 
p{u)^ der linearen Transformation gegenüber eine Invariante. In dieser Eigenschaft sind die Vortheile zu suchen, 
welche diese Functionen des Herrn Weierstrass, hauptsächlich in der Theorie der Transformation, bieten. Die Functionen 
(ri(ii), a%{u\ (rs(tt) sind keine Invarianten, aber sie gehen bei linearen Transformationen ineinander wechselsweise über, 
so dass ihre symmetrischen Functionen Invarianten sind. 

*) Diese Methode ist von mir in den «GOttinger Nachrichten* von 1888 auf Seite 194 gegeben worden. Der 
Grundgedanke soll sich schon in einer polnischen Abhandlung des Herrn Sochocki finden, beschränkt auf den Fall 
a = 0, (f=0, ß=\j >^ = — 1. Durch diese Beschränkung wird aber ihr Werth erheblich vermindert, weil dann noch 
die Ermittelung einer achten Wurzel der Einheit übrig bleibt, während die obige Methode nur noch eine Quadratwurzel 
der Einheit unbestimmt lässt 
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A'i.i/^i = y«J, aß; h't,ff't = yd—r, aß+a; Vzyff's = yd+<J, aß— d; A'4,/4 = 7^+^—7, aß + a—ß, 
und ej-=«***(«y+'«^y), e, — «*«<(/W-a«/»rf)^ ^^ ^ ^iw(««y+/M+2«A'-2«^*-2A')^ 

e, es : «4 = «**"^ = — t«*'««' 
ist, find h'uff'i; A'2, /i; ^'$,$^3 in nicht weiter zu bestimmender Reihenfolge den Paaren 0,0; 0,1; 1,0 
congruent sind. 

Aus diesen Formeln ergiebt sich _ 

1 ^ 1 C» e4««(«*+ V')(yT + dijt) : ix , 

^ = ± l/^irS^ e-*'«(«''+V'), ^ = 0/^ -g^) A', + (ö,-, _ ^,) A', + (^', _^,) A's + 1 -^4 , 

worin die Ai,^i; ^2,^2; hiffs'i fft die kleinsten Reste der Zahlen h\,si'i; h'i,(/i] h'i,gi'i; g't nach dem 
Modul 2 sind. £s ist also 

und ea ist C bis auf das Vorzeichen, welches zahlentheoretisch ausznwerthen ist, bestimmt. 
Ist = 0, <J — 0, ß = — 1, 7 = 1, so ist 

Setzt man bierin — ^ f&r r, so werden die Moduln beiderseits gleich. Setzt man weiter 

so werden beide Seiten der letzten Gleichung einander dann gleich, wenn das Wurzelzeichen positiv 
genommen wird. Da r eine Grösse ist, deren reeller Theil stets negativ genommen werden mnss, so 
dass arcT im zweiten oder dritten Quadranten liegt, so ist 

/ — j€:r = \/3t:absT .{sm-YOrcr + icos-Yarcr 
eine Grosse, deren reeller Theil stets positiv ist, weil 4- ^^^^ immer im ersten oder zweiten Quadranten 
liegt Demnach ist in der Gleichung II) das Wurzelzeichen stets so zu wählen, dass der reelle Theil des 
Wurzeiwerthes positiv ist. Ist r reell, so dient die Gleichung II) dazu, Thetafunctionen mit rein imagi- 
närem Argument in solche mit reellem zu verwandeln. 

Die Bestimmung des Vorzeichens erfordert zahlentheoretiscbe Betrachtungen, die wir unter- 
drflcken, obschön sie in den frflheren Auflagen enthalten sind, in denen eine achte Wurzel der Einheit 
auf diesem Wege zu bestimmen blieb. In der Theorie der doppelt periodischen Functionen wird die 
lineare Transformation immer auf Thetaquotienten angewandt, für welchen Fall die Quadratwurzel 
sich völlig forthebt Im speciellen Falle II) ist das Vorzeichen auch hier völlig bestimmt 

§68. Zusammensetzung von Transformationen. Kleinster Werth von 9. Wendet man 
auf eine transformirte Thetafunction noch eine Transformation afj ß', 7^, 6^ an, so erhält die neue 
Function den Modul . a'r + ß'ix ^ . Tiaaf+r ß') + i^{ßa'+^ß') 

'"^ Yr + ÖHjt '"^ T{€L'f+r6^) + iJt{ß'f+6&) 
und das Argument zix zix 

~Y+ &i^ ^ r{ar+r60 + iJi:{ßr + 660 ' 
und man kann daher diese successiven Transformationen durch die eine 

a''^aa'+rß', ß^'^ßa'+öß', r^ = ar'+Y^', iy=ßy+d& 
ersetzen. — 
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Wir zeigen nun noch, dass die Transformation einer Thetafiinction mit dem Modul r in eine 

solche mit dem Modul r = ijr — \.. benutzt werden kann, um schwach convergente ^-Reihen in 

stärker convergente zu verwandeln. Diese Beihen convergiren nämlich um so rascher, je grösser der 
absolute Betrag des reellen Theiles des Moduls ist. Ist nun r = — pn+p^xi^ so kann vorausgesetzt 
werden, dass p* in den Grenzen liege — -|-^jt?'=-|-, weil durch die Transformation a = d = l, 7 = 0, 
ß beliebig, wenn ß passend gewählt wird, p' sofort in jene Grenzen eingeschlossen werden kann. 
Nun ist aber 

— i^+(p'r+rf)i jpV'+(p'r+*P p^Y^+{py+if)^ 

woraus sich zunächst ergiebt, dass eine Transformation, in weicher ad — ßy nicht /, sondern — / wärey 
nicht möglich ist, weil in diesem Falle der reelle Theil von x positiv würde, und daher die d-Reihen nicht 
convergiren könnten. Ist aö — ßY = n, so nennt man die zugehörige Transformation eine Transformation 
vom wten Grade. _ 

Nun ist aber offenbar der reelle Theil von r, also ( — P^)'ip^^ + (py + d)^), seinem absoluten 
Betrage nach dann grösser als der absolute Betrag des reellen Theiles von r, also von — pjCj wenn 
PY + (p'r + ^y<^ ist. Für 7 = ist <f=±l, und also pV + (P'r + rf)* = 1. Fär 6 = ist 
7=±i und p V + (P'y + ^^ = -P* + P'^» äIsöj ^* P^^ höchstens gleich -J- ist, kleiner als 1, wenn 
p^<^f oder der reelle Theil von r seinem absoluten Betrage nach kleiner als jc]/^ ist. Hieraus 
folgt der von Jacobi herrührende Satz: 

So lange der absolute Betrag des reellen Theiles des Moduls r einer ß-Function unter jr|/f liegt, 
lässt sich stets eine lineare Transformation finden, durch welche ein Modui eingeführt wird, dessen reeller 
Theil seinem absoluten Betrage nach den von r übersteigt, so dass die d-Reihe mit dem transformirten 
Modul rascher convergirt, als die mit dem Modul r. 

§ 69. Grenzwerthe der Thetafunctionen für rein imaginäre Moduln. Die Gleichung IV) 
des § 66 kann dazu benutzt werden, zu ermitteln, wie sich, für z »= 0, die Thetafunctionen verhalten, 
wenn r rein imaginär ist, wenigstens für rationale Multipla von ijt. Sie bilden ein Beispiel für eine 
Function einer complexen Yariabeln, welche über ein bestimmtes Gebiet hinaus nicht stetig fortgesetzt 
werden kann, weil sie längs der ganzen Begrenzung des Gebietes unstetig wird. Betrachtet man die 
Thetafunction als Function von r, so ist dies Gebiet die Halbebene, in der der reelle Theil von r 
negativ ist. Betrachtet man sie als Function von ^, so ist das Gebiet das Innere des Einheitskreises. 

Zunächst erhalten wir aus II) § 67, wenn r der Null so genähert wird, dass der reelle Theil 
immer negativ ist, ,-^ ^zp^ \hgin-^^ / ^2v 

welche Gleichung für ^= 1, ^»= 1 die Identität = liefert, aber sonst die Gleichungen 

I) Um \/--- . *(0,r) = lim \/ ~- . ^,,{0,x) - 1, lim \/ -^-i^ . *oi(0,r) = 2. 

Hierin kann statt 2 = für z eine Grösse gesetzt werden, welche mit r verschwindet, und es darf r 
in der dieser Grösse zugewiesenen Halbebene in jeder Richtung der Null zustreben. 

Wir beschränken nun unsere Untersuchungen auf den Fall A = 0, ^ = 0. Setzen wir dann, 
n als ganze Zahl vorausgesetzt, x=*o-±{ijt:*ln)y so liefert die Gleichung II) des § 67 die folgende 



'^2n '^U 



4n2<j2 + jp2 y- 



Wenn hierin c gegen strebt, so nähert sich der Modul der letzten Thetafunction der 0, abgesehen 
von einem ganzen Multiplum von Ixi. Da nun aber die Function ^00 (^) ftl^ Function ihres Moduls die 



f 
I 
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Periode 2jrt hat, so können wir beim Grenzabergange in der letzten Thetafunction den imaginären 
Theil des Moduls ganz fortlassen, so dass wir haben 

und hieraas finden wir mit Hilfe der Gleichung I) 

' <}^oV —n V 2«/ 2l/n 

worin sich die Vorzeichen ± auf beiden Seiten entsprechen, und worin die Wurzel positiv zu nehmen ist. 

m 

Setzen wir t = ± o~"ZT » ^ liefert die Gleichung II) des § 67 

*^V'°*2n+i;~l/ (2n+l)<y±tjr*^V ' "(2n+ O^ö^ + jr« 

_ 1 / — (2w"+'l)^ „ /ft (2n + l)»gjriT(2n+l)»r» _ . \ 

~" 1/ (2« + i)ö + j> • "' V (2w + i)*ö» + ä2 '*; • 

Hier n&hert sich der Modul mit a, abgesehen von einem ganzen Multiplum von 2xt, der 0, wir können 
daher beim Grenzübergänge den imaginären Theil ganz fortlassen, weil #01 (2) in Bezug auf r ebenfalls 
die Periode lin hat, und erhalten sonach 



*l/i-°-'<""'>--*("'°*i^) 



7t>+(2n+ !)«<;« 



- M^iln^Wi lim \ / (2«+l)»0Jt^ ^ 4(2n+l)»a» # (.. J(2n + l)2fl£t^\ | / (2« + l)^g»+J r» 

-l/±(2« + l)./.«|/:3^^^2« + l)^^H^-q-' •*"V'(2« + iPfl* + Wl^ (2« + l)»jr2- 

and hieraas nach I) 



— TT« 



<y=ol^ ^ \ -^2n + V l/2n + r 

worin sich die Vorzeichen ± aaf beiden Seiten entsprechen, und die Wurzeln positiv zu nehmen sind. 

Ordnen wir die Reihe ^(2) = ®^^'"*+^*'** so an, dass wir die Glieder, welche um n Stellen 
auseinanderstehen, für sich summiren, so finden wir 

^^^^ r) = @ ^tr(mjM)>4- 2(m/M)2 ^ ^T(m/z4-l)'4- 2(m/*+l)z + . . . -|- ^^(Mm+iM— 1)« + 2(miM+it£ — l)z 

'V ^^TiM*m* + 2»i(/Mrr+/uz)4-2r2 + r»T 



r = 

oder r=^-i 



IV) Hhr)= ^^r)^''^''^"'' >»[li{z + rTlx(i^]. 



r = 



Wenden wir nun diese Transformation auf die Function ^•{%6-\ — ix\ an, indem wir 2n für 
II wählen und m als relative Primzahl zu n voraussetzen, so erhalten wir 

r = 2«— 1 j/ min\ r=2n— 1 / r^mtTc 

worin wir auf jedes einzelne Glied der Summe die Gleichung II) des § 67 angewendet haben. Multi- 
pliciren wir diese Gleichung mit I/3— und gehen mit zur Grenze ttber, so erhalten wir 

V) lim l/-^*fo, + ^) = ^JLJ^^= ^"^- 
nach der Gaussischen Bezeichnung dieser Summe. Für m= ±1 folgt aus den Gleichungen II) und III) 
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Vn I 9'(±1.2n)-(l±tVM, n = 0(2), 



worin das Wonelzeichen positiv zu nehmen ist. 

Mit Hilfe des bekannten Satzes*) g){hm,n).g){hn,m) = g>{h,nm) folgt hieraus fOr angerade n 
leicht die Gleichung ^,jj ^(l,„) = i±i.iA^- .4(»-i)«Yn- 

1 -f- t 

Iflt m gerade und n ungerade, so kann man lY) wieder anwenden, indem man n f&r je^ setzt^ wodurch 
man die Gleichung erhält 

und hieraus . n-i ^ mtVr 

Betrachtet man nun die Gaussisoben Summen 9)(p, $), worin j9 und q relative Primzahlen sind, 
als bekannte Grössen, was um so mehr gestattet ist, als ihre Auswertbung nur niedere zahlentbeoretishe 
Mittel erfordert, nachdem die Gleichungen VI), VII) gefunden sind, so ist das Verhalten der Function 
^(0,r) für solche r, welche gegen ein rationales Multiplum von ix streben, durcb die Gleichungen V) 
und VIII) bestimmt 

§ 70. Die lineare Transformation der Function sd^u. Da die Thetafunctionen unendlich 
viele Formen der Darstellung besitzen, so ist dies auch mit den elliptischen Functionen der FalL Er- 
setzen wir die ^i, jt^ durch if, t'A'^ so sind wir übereingekommen, zwischen diesen Grössen eine Be- 
ziehung, 2jt:I^=id'^'=^0\ vorauszusetzen. Zwischen den Grössen jrt und jt^ '^^ ^^ Allgemeinen die 
entsprechende Beziehung nicht statthaben, wir wollen deshalb 

aiK'+ß£=QiSfj yiAT'+rfÄ'—pft; Ä'— a(>Ä — ypiÄ', iK'^ — ßQR + dQi$f 

setzen und q so bestimmt denken, dass l/(2 jr : £^ = ^ (0, — jtR'iR) ist. Zur Abkürzung werde 
gesetzt. Dann liefert uns die Gleichung I) des § 67 

— CT«» 

worin c», eine numerische GrOsse, C von hg unabhängig, und A' = — gy + ft^+Y^t 9* = ffo — hß+aß ist 
Hieraus folgt ,-4««/?y w f^\ 

Der constante Factor hätte aus Betrachtung der Shg ermittelt werden können, doch ist er hier 
einfacher dadurch gefunden, dass u=^Kj sau = l gesetzt wurde. Es ist dann 

M:p = aft — yift', Hkg{aR — Yi^) = »hgi'-^ijta+fvy,r), r = — jrÄ':Ä. 
Die Formeln V) des § 47 liefern hieraus das gewünschte Resultat 

Sind a und 6 ungerade, ß und 7 gerade Zahlen, so folgt aus I) mit Rücksicht auf IV) § 47 



V<J, €lß 



Aß^ 



II) sau = {—\)^ 8a(()M), e = (— 1) * , sau = iau, l^(—\y^k. 
Die Grösse q findet man, wenn man u»=0 setzt, und da Sau ungerade ist, so kann man ( — l)i(^~'^) 



*) Diriohlet'8 Vorlesungen über Zahlentheorie herausgegeben von Dedekind, 1. Aufl., pag. 325. — Gauss 
Werke, Band I pag. 442 und Band II pag. 11. 
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ohne Weiteres unterdrUcken, da die Transformation $au^^ — sa — u unwesentlich ist. Fflr u=^K+iK\ 
u:Q=(a — ß)St+ {6— y)tft' giebt II) die Gleichung 

l:A_(_l)4(«-i)(_l) 2 .i_(_i)i/9.i^ t = (—i)ißk. 
Da sich nun die Zahlen a^ß^y^ö auf unendlich viele Weisen so wählen lassen, dass a, d ungerade sind, 
dass 7 gerade und ß durch vier theilbar ist, so giebt es zu einem k^ zu dem ein r und also ein q vor- 
handen ist, unz&hlig viele andere r oder g, die zu demselben k gehören. Da aber auch ß unendlich 
oft = 2 (mod 4) gewählt werden kann, so giebt es auch zu — k unendlich viele q, wenn ein solches zu k 
vorhanden ist 

Vermehrt man r um 2tjr, 2iK^ um 4if, so geht Ar in — k über. Die Function sau ändert sich 
dabei gar nicht Fflr u-=iK'+K ist sau = \:k. Nimmt man aber xK'+2K=i9f fflr t'A^, so wird 
sau (JXru^^iSf+K gleich — \\k. Die Transformation des Moduls A: in — k bringt daher an sau gar 
keine Veränderung hervor, und es wird nur der eine Periodicitätsmodul gewissermassen subjectiv anders 
gewählt Diese Transformation ist demnach unwesentlich. 

Ist ß gerade, / ungerade, so dass a, 6 ungerade sind, so ist 

m) ^aw = (-l)*(«+^~i)!8a(tt:e), p = (— l)i(«+^-l)f, |=-j-1:ä, ksau — U{uk). 
Diese Transformation drückt die Function sa u mit dem Modul k durch eine solche mit dem Modul 1 : k 
aus. Giebt es zu einem k ein q^ so giebt es auch unendlich viele Werthe von 9, fflr welche der Modul 
1 : k ist, so dass der Modul einer elliptischen Function absolut kleiner oder gleich Eins angenommen 
werden darf. Der einfachste Fall dieser Transformation ist /} = 0, a »» 7 = d = 1. Es folgt noch 

III*) rfaw — ca(Ä:u), caM = ba(uA:). 

Ist ß ungerade, d gerade, a gerade, oder ist, um den einfachsten Fall zu betrachten, a <=s <^ z= 0, 

/9— — 1,7—1, sodass — ^^ — ^' 

q — e -^' = « ^ 
wird, so folgt 

IV) isau = ia{ui)\ai{ui) = i%a{ui), l = Ar' — /H^, ca(ut) = l:cau, da{u%) = \>au:vxu. 

Diese Transformation verwandelt den Modul k in den complementären kf und führt ein imaginäres 
Argument ein. Für reelle k kleiner als Eins kann sie dazu dienen, der Function sa{jA + iv) die Form 
P+iQ zu geben. Denn es ist 

... saucaivdaiv + saivcaudau sau\>av + icaudaui(ivO0LV 
sam+tv)'^ l_l^2ga^^ga'^iy — cöfiv + küä^u^a'^v 

Giebt es ein q zu einem Modul k, so giebt es auch zum Modul k^ unendlich viele Werthe von q. 

Ist a gerade, und sind ß, 7, 6 ungerade» ist z. B. 



a = 0, /J — — 1, 7=1, d=l, q — e^ + ^=tf^-«^, 
so folgt V) ik'sau = 8a (iuk') : ba {iuk^, l = 1 : if. 

Ist ö gerade, und sind a, ß, 7 ungerade, ist z. B. 

(r — in) — «* 



tn 



<J = 0, a=l, i5 = — 1, 7=1, q — tf ^ =—e ^ , 
so folgt VI) iksau — ia{iuk) : ca(iuk) = tQa(iuk), I = ik'ik. 

Ist 7 gerade, und sind a, j9, 6 ungerade, z. B. 7 — 0, a »» ^ »= j3 «. i, so folgt 

VII) k'sau = ^{uk'):ba(uk^, l — ikik". 
Betrachtet man die gefundenen Beziehungen, indem man sie aufs Quadrat erhebt, als Trans- 
formationsformeln der Function sä^u, so sind die gefundenen Gleichungen 

( k^sa^(u,k) = sa^(uky(\:k))y —sa^(ujk) = sd^(ui,k^:ca^(ui,k') — tga\u%yk^, 

sa^ (iuk', l) sa^ (iuk, ^ sa^ (uk^, '^) 

-k^^saKu^k) ) ^. k^sa^(u,k)=—) A/, kUa^{u,k) )-— ^( 

da^iiuk'.-^j ca^[iuk,'-fj ^^'(^*''!^) 

Thomae, Thetafanotiooen. 8. Aufl. \\ 
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lineare Gleichungen, die lineare Transformation der Theta zieht die lineare Transformation der Function 
sal^u nach sich. In Bezug auf ^au ist die Transformation quadratisch. Die Thetafunctionen stehen eben 
den Quadraten der elliptischen Functionen näher, als diesen selbst 

§ 71. Berechnung von q für ein gegebenes k. Es ist die Frage zu erledigen, ob sich zu 
jedem k ein q finden l&sst, und im Falle der Bejahung sind Mittel zur Berechnung von q oder r an- 
zugeben. Hierzu erweist sich die Gleichung |/F»»#oi«^ oder ^/a^^ — #oi = ^ als besonders dienlich. 
Durch Division derselben mit 2{\+]/k^^ erhält man 

,. 1 1 — l/F , 1 —1/^ . fi|l — l/^ IB ,. . i — l/^ .11 _i_ A 

I) -^ ^-j=z — g H ^-7= g* — «® H -^ q^^— q^^ H ^= ^'» — . + ... — . 

^2l+^/^/ * 1 + l/F l + l/Ä^ l + l/F 

Giebt es ein diese Gleichung befriedigendes q^ so giebt es deren nach § 70 unendlich viele; die Methode 
des § 29 liefert den Zweig dieser Function, der mit (1 — 1/^0*(^ + l/^) Terschwindet Dieselbe Methode 
lehrt zugleich, dass es gewiss ein Gebiet in der Umgebung des Punktes A: = giebt (fllr welchen auch 
(1 — l/F) : (1 + ]/W) gleich NuU ist), in welchem sich q in eine nach Potenzen von (1 — ]/!?) : (1 + ]/i^ fort- 
schreitende Reihe entwickeln lässt, die q als Function von k definirt und die Existenz dieser Grösse 
in einem gewissen Gebiete erweist. Fttr \/k' ist diejenige Wurzel zu setzen, die ftlr Ar = den Werth 
Eins annimmt Setzen wir (1 — l/F): (1 + (//:') zur Abkürzung gleich l^ entvrickeln q nach Potenzen 
von /, so lässt sich von dieser Reihe a priori erkennen, dass die Potenzezponenten ihrer Tenne durch 
vier dividirt sämmtlich den Rest Eins lassen. Denn die Gleichung I) bleibt ungeändert, wenn man 
iq für q und zugleich il für / setzt; die Reihe muss daher den Factor t gewinnen, wenn man il fUr / 
setzt*) Setzt man nun die Reihe l{a^ + aJ^ + a^P'{'..) in die Gleichung I) ein, so erhält man fUroo 
sogleich den Werth \^ und fhr die folgenden a eine Recursionsformel, die zu dem Resultate ftlhrt: 

II) q^e'-''^'^= 



1^ \—\n^ 2^ /izV^V^ 15 / i— j/F y 150 / i— i/F y^ 1707 /i— j/vy ^ 



+ . 



• • 



Von dieser Reihe werden wir später nachweisen, dass sie fttr jeden Werth von k convergirt Aber auch 
mit den bisher gegebenen Mitteln reicht sie aus nachzuweisen, dass fttr jedes k ein q existirt Im § 29 ist 
ein gewisses Gonvergenzgebiet fttr diese Reihe a priori bestimmt, die specielle Form der Gleichung 1) 
gestattet aber, dieses Gebiet ftlr den vorliegenden Fall bedeutend zu erweitem. Setzen wir fttr den 
Augenblick q^=^-^X^ so gewinnt die Gleichung I) die Form 

734 39 7316 

und es convergirt nach den Principien des § 29 die Umkehrung dieser Reihe, d. h. die X als Function 
von / darstellende Reihe, rascher, als die Umkehrung der Reihe 

^=*-(r»+^)(''+''+'*+-)='-(i+^)i-7- 

Aus der letzten Gleiehting folgt aber 

l + /±l/(l + /)'-4?(l + ^ + ^3) l + /±|/l-(2 + f,)/ + ^' 



s = 



(i+^s+^) ^{^-^i^+i) 



*) Von dieser Reihe habe ich zuerst durch SchlOmilch's Compendium der höheren Analysis, 2. Auflage (1666), 
Band 2, pag. 488, Kenntniss erhalten. Herr WeierstrasB hat in den Berliner Sitzungsberichten 1883 und Acta matiiema- 
tica Bd. 6 aus der Eigenschaft derselben , y —^ 
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and es Iftsst sich j. nach Potenzen von / entwickeln, so lange absl kleiner ist, als die kleinere der 
WoTMln der Gleich\uig /j _ 2 C2 + i) / + 2 = 0, 

also 80 lange 4 , / \ f 

aÄW< 2 + ^^-1/2 + ^+2121 «*^^<2:(2 + 2-e + l/(2 + 2--» + 2-i2)), 

also sicher so lange absK^ ist Mithin conyergirt auch die Reihe fär 2X = q als Potenzreihe von / 
sicher so lange, als absK-^ ist; und es existirt für alle Werthe Ton / dieses Gebietes ein q, und also 
giebt es nach § 70 unendlich riele q. 

Nun giebt es aber nach § 70 zu jedem 1 : k^ ein q^ wenn es ein solches für k^ giebt, also, wenn 
man die k^^=x graphisch darstellt, es giebt zu jedem x ein g, wenn ein solches fttr jeden Werth im 
Innern des Einheitskreises yorhanden ist Ebenso giebt es zu jedem x^«= 1 — x ein q, wenn ein solches 
für X yorhanden ist, nach demselben Paragraph. Also wenn man in der x-Ebene eine Gerade parallel 
zur imaginären Achse durch den Punkt x = -f zi^bt, so giebt es zu jedem Punkt der x-Ebene ein q^ 
wenn es für eine der beiden durch diese Geraden bestimmten Halbebenen ein q giebt Gombinirt man 
die beiden Transformationen x in t : x und x in xf, so findet man weiter, dass zu jedem x ein q existirt, 
wenn zu jedem x in dem Segment des Einheitskreises, welches die zur imaginären Achse parallele 
Gerade durch x = -f bestimmt, und welches den Punkt x = enthält, ein q existirt. Ist nun 

(asl = fl**(l — l/l — x) : (1 + i/i^^ < i^, 
so ergiebt dies fflr x ein Gebiet, welches jenes Segment überall, zum Theil in sehr weitem Bogen 
umspannt Daraus folgt, dass fttr jedes x = k^ ein q existirt, und dass mithin unendlich 
yiele q existiren. Die Reihe II) Jst wegen ihrer guten Conyergenz praktisch sehr brauchbar 
namentlich für reelle k < \/^. Ist /-^ < * < 1, so thut man besser, die Grösse q''^e'~^^'^' zu be- 
rechnen mittels der Reihe _ _ 

III) q^e _-__^ + _|^-^ +..„ 

woraus man q mittels der Gleichung lgq.lg^= Jt^ findet Dass aber q in q^^ K in IC^ K' in K über- 
geht, wenn man A: in ^ yerwandelt, weiss man aus IV) § 70. 

§ 72. Die ebenen Curyen dritter Ordnung ohne Doppelpunkte. Eine solche Curye 
besitzt wenigstens einen reellen Wendepunkt, und yon diesem eine ausder der Wendetangente reelle 
Tangente an die Curye. Da es sich hier um einige projectiyische Eigenschaften dieser Curye handeln 
wird, so können wir die Curye so auf eine andere projiciren, dass die Wendetangente die unendlich 
ferne Gerade wird, und der Wendepunkt auf der y- Achse liegt, und dass die yon ihm an die Curye 
gezogene Tangente die y-Achse selbst, und der Berührungspunkt der Coordinatenanfang wird. In der 
Gleichung dieser Curye müssen die Glieder dritter Dimension sich auf die dritte Potenz yon x reduciren, y 
darf nur im Quadrat yorkommen, und das yon x y freie Glied muss fehlen, kurz die Gleichung muss die 
Form haben y2 = aa;(ft — x){c — o;),* 

oder jede Curye dritter Ordnung ist der, welche die aufgestellte Gleichung besitzt, collinear. Dabei 
können b und c complex sein; da aber auch zu complexen Moduln elliptische Functionen nach dem 
yorigen Paragraphen yorhanden sind, so ist dies hier gleichgiltig. Setzen wir nun 

X = ft *a2 (tt, Ä), k^=^b\Cy y^ = ab^c sä^ucä^u da'^u, y = b]/äc saucau dau, 
so sind X und y eindeutig durch u als Parameter durch elliptische Functionen dargestellt Curyen mit 
dieser Eigenschaft heissen Curyen yom Geschlecht Eins. Setzt man nun 

X = ft*a2 w = 9)(tt), y = b\/acsausafu = ^(u), 

ihre Convergenz für jedes k erwiesen. Aach zeigt er, dass die Oq, ai, Oi, . . . sämmtlich positiv sind. Herr Hertens 
(Wiener Berichte 1885 II, Seite 974) yereinfftcht die UntersnchaDg und findet noch 

1 1 



^"'^4-2n-r 
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80 sind ^(u)f y)(u) doppelt periodische Functioiien mit den Perioden 2Kj 2i£'^ und jede lineare 
Verbindung derselben wird im Elementarparallelogramm dreimal unendlich gross, ist eine doppelt 
periodische Function dritter Ordnung. Ein Punkt der CurvO; dessen Parameter den Werth u hat^ mag 
der Punkt u genannt werden. 

Die Summe der drei Werthe, für welche die Function 

Ax+By + C = A^(u)+ß^(ü) + C 
verschwindet, also die Summe dreier Werthe von u, deren Punkte auf einer Geraden liegen, ist, un- 
abhängig von ABCf congruent iK^^ weil die Summe der drei Punkte Unendlich diesem Werthe congruent 
ist (§ 38). Umgekehrt, ist die Summe dreier Werthe von u, etwa Ui + 1^ + % ^ ti^^ so liegen die drei 
Punkte u in einer Geraden. Sollen die Punkte t/i, us, u^ zusammenfallen, so muss 3 u ^ iK^ sein, dies 
giebt neun verschiedene Werthe von Uj nämlich 

Es giebt also 9 gerade Linien, die die Gurven nur an einer Stelle, dort aber dreimal, treffen, es giebt 
9 Wendetangenten, 9 Wendepunkte. Greift man irgend zwei dieser heraus, so ist ihre Summe con- 
gruent einem dritten, nur ist der dritte der erste wieder, wenn die beiden ersten dieselben waren» Es 
folgt daraus: wenn eine Gerade durch zwei Wendepunkte geht, so geht sie allemal auch noch durch 
einen dritten. 

Durch jeden Wendepunkt gehen vier solcher Drei -Wendepunktslinien, und es giebt deren im 
Ganzen zwölf. — Sind i^i, U2, Us drei Punkte in einer Secante, u'i, u\^ uf^ die einer zweiten, so sind 
die Punkte < = ii"— «i — «'i, u'^^iK'—u^—u'^, u'; = iI^'—Us—A 

wiederum Punkte einer Secante, denn ihre Summe ist ^xK'. Eine Folge hiervon ist der Satz: Zieht 
man in den Schnittpunkten einer Secante Tangenten an die Curve, so treffen diese die Curve * in drei 
Punkten einer Secante. Durch einen Punkt u der Curve giebt es vier Tangenten an die Curve, 
deren Berührungspunkte 

^{iK'—u\ ^{iK' — u) + K, J^{iK' — u) + iK\ '^{tK'—u) + K+%K' 
sind. Diese Punkte bilden ein Vierseit, dessen Diagonalecken (Schnittpunkte der Diagonalen) ebenfalls 
auf der Curve liegen. Die Summe zweier der vier Punkte ist congruent der Summe der beiden andern. 
Bildet man die Summe zweier Punkte und zieht sie von xK^ ab, so erhält man den Schnitt der Ver- 
bindungslinie mit der Curve, er ist derselbe als der der Verbindungslinie der beiden andern Punkte. 

Sechs Punkte, tii, U2, t<3, u^, t<5, u^^ liegen auf einem Kegelschnitte, wenn Ui+u^+^+tAA+v^+u^ 
^ ist. Es giebt 36 Kegelschnitte, welche die Curve in einem Punkte sechsfach berühren. Davon 
zerfallen jedoch 9 in zwei auf einander fallende Gerade, die Wendetangenten. Also giebt es nur 27 
eigentliche sechsfach berührende Kegelschnitte (Clebsch, Grollens Journal Band 64). 

Aehnliche Anwendungen der elliptischen Functionen lassen die Raumcurven erster Species 
vierter Ordnung zu. Ihre Coordinaten lassen sich in die Form bringen o; = Ci ^a«, y^c^cav^ z = c^dau 
(vergl. E. Lange, Sehlömilch's Zeitschrift 'Jahrgang XXVIII pag. 1). 

§ 73. Berechnung des Argumentes u. Das Pendel Ist nicht das Argument einer 
elliptischen Function, sondern diese selbst gegeben, das Argument gesucht, so geht die Beantwortung 
dieser Frage im Grunde der Theorie der Umkehrung der elliptischen Functionen, der Theorie der 
elliptischen Integrale an. Wenn es jedoch gilt, für reelle oder rein imaginäre u und k die ersteren 
aus den elliptischen Functionen näherungsweise auszuwerthen, so liefert die Darstellung der Theta- 
functionen wegen der ausgezeichneten Gonvergenz derselben dazu Mittel, welche im Allgemeinen 
wenigstens wenn man noch die einfachen Transformationen der folgenden Paragraphen mit heranzieht, 
die besten sind, zum Ziele zu gelangen. Es sind für reelle u und für reelle Werthe von k kleiner 
als Eins von Legendre Tafeln zur Berechnung von u angefertigt. Tafeln mit zwei Eingängen sind aber 
immer unbequem, man wird sie gern vermeiden. Es entsteht deshalb die Aufgabe, die Rechnungen in 
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praktischen ProblemeD, in denen elliptiBche Funktionen vorkommen, in ihren Endresultaten auf eine 
solche Form zu bringen, in denen man zur näherungsweisen Berechnung nur noch die Logarithmen der 
trigonometrischen Functionen und der gemeinen Zahlen benöthigt Aus dem Umstände, dass diese 
Tafeln in der Kegel sieben oder weniger Stellen enthalten, darf man wohl schliessen, dass eine Ge- 
nauigkeit, die Bechnungsresultate auf 7 oder 8 Stellen richtig angiebt, fElr praktische Zwecke aus- 
reicht Unter dieser Voraussetzung dürften die fttr u aus der Theorie der Thetafunktionen sich er- 
gebenden Darstellungsformeln immer genügen. 

Es sei dau gegeben. So giebt die Gleichung dau'=*]/¥9(u):0Qi(ü) die Beziehung 

]/¥'--dau + 2q(\/F+dau)cos^ + 2q*{]/k^—dau)cos^ 

^ ujt \ dau — i/ä^ , ^dau — \/k' 2ux , ^ 3w^ , 
K 2q dau + \/k^ dau + ]/k K ^^ K ^ 

Ist nun q eine reelle Grösse und ^^ < 1, und ist u reell, so ist {dau — \flf) : (^u + l/F) < 2g, und man darf 
sich auf das erste Glied dieser Reihe beschränken, wenn man 2q^ yemachlässigen darf. Es wird des- 
halb yersucht werden müssen, einen solchen Modul der elliptischen Functionen (durch Transformation) 
einzuf&hren, f&r welchen 2^ erst eine Wirkung auf die 9te Decimale ausübt, wenn mit den gewöhn- 
lichen Logarithmentafeln gerechnet werden soll. Man kann unter dieser Voraussetzung die Formeln 
leicht, wie man sich auszudrücken pflegt, logarithmisch, d. h. fttr die logarithmische Berechnung bequem 
machen. Den logarithmus vulgaris bezeichnen wir mit Igv zum Unterschied vom logarithmus naturalis, 
der nur mit lg bezeichnet wird. Man setze (/F = cos ß, so ist (näherungsweise) 

Wird dann weiter dau ^^^ cos (o gesetzt, so ist (näherungs weise) 

"^ -? = 2-,SItS^ = -'^^^^'^^(^+-)'^^(^-«> )' ^=+'(^ + ^^>*-2-c^- 
Ein einfaches Beispiel für Anwendung dieser Formeln giebt das mathematische Pendel. Be- 
deutet V die Geschwindigkeit eines mathematischen Pendels von der Länge 1, x die Erhebung über 
die tiefste Stelle zur Zeit /, h die Maximalerhebung, q> die Neigung gegen die Vertikale, a die Maximal- 
neigung, a:^ die in der Richtung der Vertikalen gemessene Geschwindigkeit, qf die Winkelgeschwindigkeit, 
T die Schwingungsdauer, so ist 

v^ = 2g{Ji—x), v^ = 3(fixf:x{2—x), xf = \/2g . x . h—x . 2—Xy x = hsä^\/gt, 
k= l/4-Ä = «»4-a, k' = cos^a = cos^ßf \ — cosa = 2sin^^a, ^ = 2^?, q^^i-tg^^ß, 

a;==l — cosg> = 2sin'^'^^, sin-Y^ = ksa]/gtf cos-^9>^=da\/gt, 9' = 2\/g W sin ^'l^ sin ^ ^ , 

I(:=jt:2cos^-^ß = -^jt{\ + 2q)\ T =2K\\lg = Jt\\fg cos^^ß, 
cos(2\/gtcos^^ß) = cotg^^ßtg-^{ß+y})tg^{ß—fp). 

Ist a =» 30<^, durchläuft also das Pendel einen Bogen von 60^, so ist 
Ä = jm^jr = m 150 = 0,25882, /^^ = 7,63683 — 10, ^ = 0,004334.., 2^* = 0,0000000007... 
Die Formeln sind also gegenüber den gewöhnlichen Logarithmentafeln von vollkommen ausreichender 
Genauigkeit 

Es lässt sich übrigens, wenn diese Genauigkeit nicht ausreicht, aus I) noch eine genauere, 
freilich auch unbequemere Formel ziehen. Setzt man nämlich 

cos^:=^2cos^^ — ly N=idau — ]/¥):{dau + \/¥), 
so ei^ebt sich aus I) (näherungsweise) 

2qcos~=N+2q^I^(2cos^^^\) + 2q9cos^+... = N(\ — 2q^)+q^^ 

^ =N(V — 2q^ + q^N^), 
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Für rein imaginäre u kann man sich auf Werthe zwischen — \iK* und +\iK' beschränken wegen 
der Periodicität und wegen der Formeln des § 55. Die trigonometrischen Functionen sind dann nicht 
mehr kleiner als Eins. In vielen Fällen gelingt es aber, q so klein zu machen, dass schon q'^ vernach- 
lässigt werden darf, und dann sind unsere Formeln auch für solche rein imaginäre u brauchbar. 

§ 74. Eine Transformation vierter Ordnung. Dem Bestreben, ein möglichst kleines q zu 
gewinnen, kommt eine einfache, schon im § 53 berQhrte Transformation sehr entgegen. Dort fanden 
wir schon durch Umordnung der Terme der Thetareihe die Gleichungen, die unter I) folgen, und aus 
denen die unter II) von selbst fliessen: 

I) ^(z,T) = ^(2z,4T) + ^io(2z,4r), /^oi(^,t) = #(2z,4r) — ^io(2z,4r), 

II) 2^(2z,4t) = «'(z,t) + ^oi(^.^), 2^io(2z,4T) = ^(z,r) — ^oi(^,t). 

Setzen wir nun *f^(0,4r):#'2(0,4r) =1, «•J,(0,4r):^2(Ö,4r) = l' und benutzen die Beziehungen des 
§51 zwischen Thetaquadraten, so erhalten wir die Relationen 

4*2(2^, 4t) = 4(^;,(2z,4r)-f^?.(2z,4T)):r = ^H^,T) + 2^(z,r)^oi(^,r) + ^J,(z,r), 
^^'^ 4/^?^(2z,4r) = 4(f/^;.(2z,4r)-/^?,(2z,4T)):f' = ^H^,t-)-2^(z,r)l^oi(^,T) + {^J.(z,r). 
Aus I) folgt für z = 

Tvx ^oi(0, t) _ ,/T7_ ^-]/l ^to(0,4r) _ / _ \-\/V _ f\-\/Oc^y 
^ ^(0,T) -l^^'-l'+l/f' >(0,4r)-l^' i + ^^ Vl + l/Ä^r 

aus III) aber ergiebt sich durch Division, wenn die elliptischen Functionen mit dem Modul t durch 
^j CO, bau bezeichnet werden, und wenn z = — uin'.K gesetzt wird, 

, »^(2z,4 t) 

iL — PialMu^ _ da^u + i\/k ! dau + k _ /d au + \/k' V haMu ^ dau+Vl^ 
t(l—ia}Mu) ~da'^u—2\/k'dau + k' \dau—\/k') ' \/tcaJlfu'^ dau—]/k' ' 

vn »a j«f 1 — dau dau — A * k*sa^uca^u ig- k^saucau 

\i) IM ßiu— i^^^y dau + k'~ il + dauy{dau + k^i' t'""^" — (l + dawX/f+d«^' 
Hier ist die Grösse M noeh zu bestimmen, deren Einführung im § 55 motirirt ist Wir er. 
halten dieselbe, wenn wir in der letzten Gleichung u ^ setzen, was ergiebt 

^^^^ *^^^~2(H-)f)~2(l+Ä')(l — ^0 2 ' ^ 2 • 

Sind 4fi, 2fft^ die Periode der Function dau, so ist 

VIII) Ä':ft = 4JP':A^, « = -i-(l + l/F)^J5', Ä' = (1 + l^P)2Ä^', q = e-^^'ril^ ^^ 
Ist k reell und einigermassen klein, so ist I sehr klein; die Thetareihen, in denen q^ f&r q ein- 
tritt, convergiren natürlich viel besser, woraus die Nützlichkeit dieser Transformation augenscheinlich 
wird. Nehmen wir zum Beispiel beim Pendelproblem an, es erhebe sich das Pendel bis zu dem 
Werthe a = 4~^9 ^ ^^^ ^^^^ ganze Schwingung einen Halbkreis durchläuft, so ist 

Ä = m4-;r = /i, /^v^ = 8,63563—10, /^q = /^^* = 3,54252—10, q = 0,0000003488. 
Bei Ausführung einer praktischen Rechnung mit siebenstelligen Logarithmen wird man nicht blos 2q4, 
sondern schon q^ vernachlässigen dürfen. Die Schwingungsdauer ist (näherungsweise) 

J=2ir:l/^=8ft:l/^(l + l/F)« = 4^(l + 2q)2:l/^(l + J/X)^ 

§ 75. Noch eine Transformation vierter Ordnung. Ist k > l/^, so kann man sich einer 
Transformation bedienen, welche zwar ein rein imaginäres Argument einführt, aber gleichwohl sehr gut 
brauchbar ist, weil beim Rechnen mit siebenstelligen Logarithmen, oder sogar zehnstelligen, q^ schon 
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Ternachläsfligt werden darf. Setzt man k' an Stelle von Ar, so ergiebt die Gleichung VI) des vorigen 
Paragraphen und die Transfonnationsformel IV) des § 70 die neue 

14.^"^*^^^'' ^ {\-\'da{u,kf)){k+aa{:a,k)) {caui-^äaui){Jicau% + dau%y 

wo $au% den Modul k hat 

Wenn man u durch ui ersetzt und 8at« ftr ^«(«,1) schreibt, wo f = (l — l/^)^:(l + l/X)2 ist, 

^ 2 V r / ^ — ^{cau-^-dau^ydau + kcau) 1 + caudau — ksa^u 

Die rechte Seite ist Null för u = — iK\ also ist R = -^{\ + ]/kyK'. Das Argument ist also imaginär, 
aber q ist so klein, dass q^ nicht einmal auf die zehnte Decimale einen Einfluss hat, sobald k>\/^ 
ist Zur bequemern Rechnung setze man 

caudau (1 — k)sau « . , 

- - , 1 + caudau — ksa'^u ^ , sau(l — k) 

ia^ -i- 1 (1 + i/ä)»u = - (A±^) V»^ rp, ca» f i (1 + 1/*)»« = 1 + Q^)\' l- ^ , 



Zweiwerthige Functionen vom Geschlecht Eins und ihre Integrale. 

-TT 

§ 76. Den rationalen Functionen wird eine algebraische adjungirt Die vorauf- 
gehenden Untersuchungen haben gezeigt, dass jede doppelt periodische Function mit den Perioden 4A; 
2iK' durch S{u) und Ä'Cu), und jede Function mit den Perioden 2K, 2tÄ" durch S^(u) und {S^(u)y = 
2S(m)S'(u) rational dargestellt werden kann. Setzt man S(u) = Zf so ist 

S'iu) — S'iO) s — S'( 0)\/il — z^)( l — k^z^, 

oder setzt man S^u) = j, («^(u))' = 25^(0) i = 2S'(0) l/j(l— j)(l — ä^j), so bilden solche doppelt periodische 
Functionen ein System von rationalen Functionen, entweder von s und z oder von i und j, und liefern 
einen Bereich algebraischer Functionen, der den Bereich der rationalen Functionen in sich begreift, 

also umfassender ist Der Grösse z ist die algebraische Grösse s = /( 1 — z^) (1 — k^ z^)^ oder der Grösse j 

die algebraische Grösse /j(l — j)(l — k^i) adjungirt. Die rationalen Functionen eines solchen Grössen- 
paares bilden einen Bereich, dem wir aus sp&ter anzugebenden Gründen das Geschlecht Eins zuschreiben, 
gegenflber den rationalen Functionen einer einzigen Grundgrösse, denen wir das Geschlecht Null zu- 
schreiben. — Stehen zwei algebraische Bereiche, 5, z und r, t, in ein-eindeutiger Beziehung zu einander, 
so dass sich r und t als rationale Functionen von s und z und umgekehrt s und z als rationale 
Functionen yon r und t darstellen lassen, so wollen wir diese Bereiche congruente nennen; jeder 
Function des einen Bereiches entspricht eine einzige des andern, welche zwar eine Mannigfaltigkeit von 
Darstellungen zulassen kann, die aber nur identische Transformationen yon einander sind. — Setzt man 

(g-AO:(g- /r,) = /^ ^ = ik,-k^i^ ):{\-fi), 

(J-|/(S-/:0(5-^2)=(S-/r2)l/(S-/:i):(g-yt2) = (£-A:0^ 
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80 erkennt man, dass die rationalen Functionen von c und g sieh durch die Grösse t allein rational 
darstellen lassen, und dass umgekehrt alle rationalen Functionen yon i rational durch o und g dar- 
stellbar sind. Der Bereich o^ g ist dem Bereiche t^ dem gewöhnlichen Bereiche rationaler Functionen, 
congruent — Die beiden Bereiche 5, z und jj, j sind nicht congruent^ da zwar i = z\ ^ = z.8 ist, aber 
nicht umgekehrt s und z rational durch % und ) ausgedrQckt werden können, wie die Functionen von 
52 (w) und (S*(m))' zwar die Perioden AK, liK* haben, aber die Functionen von S{u) und Sf{u) nicht 
alle die Perioden 2A; 2%K' besitzen. 

Die Untersuchung eines Bereiches vom Geschlecht Eins läuft der Untersuchung der doppelt 
periodischen Functionen gewissermassen parallel und ist zur genaueren Eenntniss der letzteren un- 
erlässlich« Dabei kann man sich auf einen solchen algebraischen Bereich beschränken, in welchem die 
eine Grundfnnction eine nur zweiwerthige algebraische Function der andern ist 

Wenn wir nun als algebraische Grundgrössen s, z solche wählen, in denen s von ;; durch die 
Gleichung abhängt s = \/{2 — k,){z — k^){z — h){z—k^, 

so könnte es als nicht sachgemäss erscheinen, dass die z adjungirte algebraische Grösse s von vier 
Parametern Ari, k^, Ars, k^^ abhängig gemacht ist, während man doch durch die Beziehung 

durch passende Wahl tou Oj ß, y, 6 einen congruenten Bereich r, t herstellen kann, in welchem die t 
adjungirte Irrationalität r nur von einem Parameter abhängt, welche Transformation des Bereiches 
übrigens uns später beschäftigen wird. Da es jedoch nützlich ist, die z ac(]ungirte Irrationalität bald 

in der Form ]/{l — z^){l — k'^z^) anzunehmen, bald in der Form l/z(l — z)(l — Ar^z), welche beide als 

specielle Fälle in der Allgemeinen [/(z — ki)(z — k2){z — kz){z — ^4) enthalten sind, und da fttr einen 
grossen Theil der Untersuchung das Eingehen von vier Parametern in dieselbe durchaus keine Gom- 
plication mit sich bringt, so betrachten wir zunächst den Bereich s, z, worin 

s = \/{z — ki)(z — k2){z — k^)(z — k^) 
ist, wobei die k als von einander ve rsch ieden gedacht werden. Soll ein A:, z. B. ki, über alle Grenzen 
wachsen, so muss man s durch s : ]/ — k^ ersetzen« Dadurch, dass man s einen Constanten Factor giebt, 
wird der Bereich offenbar nicht geändert. 

§ 77. Die zum Bereiche Sj z gehörende Riemann'sche Fläche. Biemann'sche Flächen 
haben wir bereits in den Paragraphen 58 und 64 kennen gelernt, die hier zu Grunde zu legende unter- 
scheidet sich nur in geringer Weise von den frühem. Wir legen zwei Ebenen (Blätter) auf die z-Ebene, 
schneiden jede derselben zuerst zwischen den über ki und k^ liegenden Punkten dieser Ebenen durch 
congruente knotenlose, am einfachsten gerade Linien auf und lassen die entgegengesetzten Ufer dieser 
Linien im oberen und unteren Blatte zusammenwachsen, so dass diese Linien Durchsetznngslinien 
werden, deren Charakter uns aus § 58 schon bekannt ist In ähnlicher Weise schneiden wir die Blätter 
über Ars ^^^ ^4 längs einer knotenlosen, die frühere Durchsetzungslinie nicht treffenden Linie auf und lassen 
die Blätter längs der gegenüberliegenden Ufer dieser Linie zusammenwachsen, so dass eine neue Durch- 
setzungslinie entsteht Es ist immer möglich, die Indices 1, 2, 3, 4 so zu wählen, dass, wenn beide 
Durchsetzungslinien gerade Linien sein sollen, sich diese nicht schneiden, was übrigens nicht durchaus 
abzuweisen, aber weniger einfach wäre. Verschiebt man die Durchsetzungslinien, die geraden in krumme 
übergehen lassend, aber immer die Endpunkte festhaltend, so hat dies auf die Fläche selbst keinen 
Einfluss, nur auf die Zählung ihrer Blätter, indem durch eine solche Operation ein Stück aus dem 
oberen ins untere Blatt versetzt wird, dafär ein congruentes Stück ins obere Blatt (Man vei^gl. den 
Schluss des § 17.) Wir werden hier die Durchsetzungslinien in der Regel als gerade denken. 

Die zweiblättrige Riemann'sche Fläche mit den Durchsetzungslinien Ati Ar^, Ars ^a werde mit T be- 
zeichnet. Verschiebt man die Windungspunkte A:i, Ar^i ^S) ^4 ^^^ ihren Durchsetzungslinien, bis Ati, k^ 
bez. mit — 1, — l:k (Je positiv reell und kleiner als Eins) zusammenfallen, ^3, ki bez. mit 1, 1:A:, so ist 
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dies, wie intuitiv klar ist^ eine Bolehe Defonnation der Flüche, wie sie in § 2 besprochen wurde, welche 
die Verhältnisse des Zusammenhftngens unrerftndert Iftsst, und da die Flftche mit den Durchsetzungs- 
linien — 1, — 1:^ als dreifach zusammenhängende im § 58 erkannt wurde, als eine solche, die sich 
ein-eindeutig auf die Oberfläche eines körperlichen ein- 
fachen Ringes beziehen lasse, so ist dies auch mit der j^^ f k, *^""\ 
hier definirten Fläche T der Fall, und sie wird durch ein / \ \ \^ 
Paar von nicht zerstflckelnden Querschnitten in eine ein- / \ \^ \v 

fach zusammenhängende P zerlegt, wie dieses Paar auch / ^ \ ^^^ v 

gewählt werden möge. Aus diesem Grunde sagt man, /'/ '"' \ \ V^ 

sie sei vom Grcschlecht Eins, und dehnt dieses Epitheton f ^' ^^v^ 1^ ) ) 

auf die in T eindeutigen Functionen aus. Zieht man also \^^ ^-^^^^^yy 

zuerst einen T nicht zerstflckelnden Querschnitt (genauer ^ ^►- =5=^"''^ 

Bflckkehrschnitt) a, der in nebenstehender Zeichnung im 

unteren Blatte gedacht und deshalb punktirt gegeben ist, und bezeichnet das Ufer, welches bei der 

Zugrichtung zur Linken liegt, als das positive, so können wir nun vom positiven Ufer von a anfangend 

einen zweiten nicht zerstflckelnden Querschnitt h zeichnen, der in der Figur anfänglich punktirt ist, 

dann flber die Durchsetzungslinie Ä^ weg ins obere Blatt geht, und deshalb von da an in der Figur 

ausgezogen ist, sodann flber k^k^ hinweg wieder ins untere Blatt gelangt, und von da in der Figur 

wieder als punktirte Linie in a in dem dem 

Ausgangspunkte auf dem negativen Ufer von a 1^^ /" ^ *--^^ 

gegenflberliegenden Punkte endet Der Schnitt a ..^-— —- / \ v - ^^ ""^\ 

ftthrt vom negativen Ufer von h aufs positive. y',^^"' / \ \\ \ \ 

Dass das Querschnittpaar o, 6, welches J in T' //'' / \ ^ \ \ \ \ ^ 

verwandelt, die Fläche nicht zerstflckelt, erkennt / / / ^\ \ \ \ *\ 

man daraus, dass man von einem Punkte auf / f /^' — Jfc?:-^^ .♦ N—V^,.^ \ • 1 

einem Ufer dieser Linien zu dem gegenflber- \ \ l ^t ^^ k« ) / ''' / 
liegenden auf dem andern gelangen kann, ohne \^ '*v,^ ^ =— ^-^-^^y y / 

T zu, verlassen, indem man den einen Punkt """""--l-VriV L"!-----'''''^ 

immer längs der beiden Querschnitte, ohne sie 

zu flberschreiten, fortfuhrt. Die beiden Ufer derselben bilden zusammen einen einzigen continuirlichen 
Zug. Obenstehende (zweite) Figur zeigt, wie man das Querschnittpaar auch anders wählen könnte; 
es lässt sich auf unendlich viele verschiedene Weisen ziehen, aber immer ist es ein Paar, welches 
T in eine einfach zusammenhängende Fläche verwandelt, weil diese Eigenschaft dem körperlichen Ringe 
zukommt Dieser Eigenschaft entspricht in der Theorie der doppelt periodischen Functionen die That- 
sache, dass ein Elementarparallelogramm auf unendlich viele verschiedene Arten gewählt werden kann. 



§ 78. Die Functionen des Bereiches ^, z sind in T einwerthig. Dass wir unter ein- 
werthigen Functionen solche, welche nicht in einzelnen Punkten von 7", wie m z im Unendlichen, unendlich 
vieldeutig sind, also Functionen verstehen, die nirgend eine sogenannte wesentlich singulare Stelle haben, 
darauf machen vnr hier noch einmal besonders aufmerksam. — Die Function s und jede rationale Function 
von 8 und z ist in T einwerthig, oder ist, wie man sagt, wie T verzweigt, und umgekehrt: jede wie T 
verzweigte oder in T einwerthige Function gehört dem Bereiche ^, z an, ist eine rationale Function von 
s und z. Eine solche Function kann nicht in unendlich vielen Punkten unendlich gross werden; diese 
Punkte Unendlich mflssten eine Grenzstelle besitzen, und die Function mflsste dort eine wesentlich 
singulare Stelle haben. Sie wird also nur in einzelnen Punkten unendlich gross in endlicher Ordnung 
werden. Während aber die einwerthigen Functionen der z- Ebene, die rationalen Functionen von z, 
immer nur ganze Ordnungen des Unendlichwerdens und Yerschwindens zulassen, ist dies mit den ratio- 
nalen Functionen von s und z anders. Die Function 1 : s wird in den flber Ati, At^, Ats, k^ liegenden Punkten 
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der Fliehe unendlieh gross in der -j-ten Ordniingy indessen werden wir eine solehe Zfthlimg der Ord- 
nungen in T einf&hreo, dass auch diese Ordnungen ganze sind« 

Die Function \Jz — A:^ =>i^^(*— ^yD hat in der z-Ebene, abgesehen von zwei speciellen Punkten, 
überall zwei Werthe, denn alle ihre Werthe fftr ein gegebenes z sind in der Form enthalten 

WO n eine ganze positive oder negative Zahl, und \/z — Ar^ einer der möglichen Werthe ist. Die Ver- 
zweigung des Logarithmus ist bekannt. Aendert man z stetig, diese Grösse von einem Anfangswerihe 
oder Anfangspunkte längs eines beliebigen Weges, der nur den Punkt z^^kii nicht trifft, in der Ebene 
zu jener Anfangslage zurückführend, so hat sich dabei lg{z — kfi) um 2 nur vermehrt, wenn dieser Weg 
die Stelle k(i n-mal umkreist, wo n positiv ist, wenn der Punkt in positiver Richtu ng umkreist ist, 
und wo n negativ ist, wenn die Umkreisungen negative waren. Es geht also \/z — kfi in seinen nega- 
tiven oder entgegeugesetzten Werth über, wenn z stetig auf einem Wege abgeändert wird, der k(i eine 
ungerade Anzahl von Maleu, gleichviel in welcher Richt ung, umk reist, dessen scheinbare Grösse von kn 
aus gesehen ein ungerades Multiplum von 2jr ist, und \/z — kß bleibt ungeändert, wenn die Zahl der 
Umkreisungen gerade ist 

Das Product vier solcher Wurzeln, die Function 

bleibt UDgeftndert, wenn man z auf einem Wege zu seinem Anfangspunkte zurückführt, sobald die 
Summe der Umkreisungen dieses Weges um jeden einzelnen der Punkte k^.^.k^, gerade ist, und geht 
in seinen negativen, seinen entgegengesetzten Werth über, wenn diese Summe ungerade ist 

Legen wir aber statt der z-Ebene zur Repräsentation der Werthepaare Sy z die Riemann'sche 
Fläche T zu Grunde, wie sie im § 77 beschrieben ist, so ist ersichtlich, dass, wenn der Werth von t in 
einem über einem bestimmten Punkt der z-Ebene liegenden Punkte eines bestimmten Blattes gegeben 
ist, und wenn man z stetig in der z-Ebene, über der T liegt, herumführt und s stetig mit dieser Grösse 
ändert, auf einem Wege, der in die Anfangslage von z in der z-£bene zurückkehrt, — so ist ersichtlich, 
dass der darüber liegende Punkt der Riemann'schen Fläche ebenfalls zu seiner Anfangslage in dem- 
selben Blatte zurückkehren wird, wenn der Weg die Punkte Art, k^^ Ars, k^ zusammen eine gerade 
Anzahl von Malen umkreist, dass er aber seine Endlage im correspondirenden Punkte des andern 
Blattes finden wird, dass er also nicht in seine Anfangslage zurückkehren wird, wenn der Weg die 
Punkte kl bis k^ zusammen eine ungerade Anzahl von Malen umkreist Man wird also diesem zweiten 
Punkte, der über demselben z liegt als der erste, den zweiten Werth von s zuweisen können. — Einen 
strikten Durchgang eines Weges durch einen der Punkte Ar muss man vermeiden. 

Wird demnach einem beliebigen Punkte über der z-Ebene erstens in jedem Blatte von T eben 
jener Werth von z, zweitens in einem der beiden Blätter einer der beiden möglichen Werthe von s zu- 
gewiesen, so ist dieser Punkt Repräsentant eines Werthepaares Sy z. Aendert man nun den Ort dieses 
Punktes stetig so, dass er stets in demselben Blatte bleibt, aber auf beliebigem Wege, so erhält s^ wenn 
diese Grösse mit z zugleich stetig geändert wird, in jedem Punkte dieses Blattes einen völlig bestimmten 
Werth« Denn wenn auch z auf verschiedenen Wegen von einem Platze zu einem andern geführt wird, 
so müssen doch zwei solche Wege, wenn diese immer in demselben Blatte bleiben, oder auch wenn sie 
ins zweite Blatt führen, aber zuletzt ins erste zurfickkehren, die Windungspunkte k^ bis k^ stets eine 
gerade Anzahl von Malen umkreisen, und den Punkten dieses Blattes entspricht daher ein bestimmtes 
System von Werthen j, welches man einen Zweig der Function s oder des Bereiches ^, z nennt Stetig 
ist ein solcher Zweig in der z-Ebene nicht, denn in Punkten, die auf verschiedenen Ufern einer 
Durchsetzungslinie einander gegenüber liegen, hat s entgegengesetzte, also um eine endliche Grösse 
von einander verschiedene Werthe. Setzt man aber, z über die Durchsetzungslinie in das zweite Blatt 
führend, s stetig bis zu einem bestimmten Punkte fort, so hat dort s einen von dem Werthe im cor- 
respondirenden Punkte des ersten Blattes verschiedenen, nämlich entgegengesetzten Werth. Führt man 
dann den Punkt z im zweiten Blatte herum zu jedem Punkte desselben, so hat dort $ wieder stets 
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einen völlig bestimmten Werth, und alle Werthe bilden ein System von Werthen, welche den zweiten 
Zweig von s oder des Bereiches s, z eonstituiren. Jetzt ist die Function s oder der Bereich s^ z, oder 
es sind die beiden Zweige von s völlig eindeutig auf die Punkte von T bezogen, so dass jedem Punkte 
von T ein Werthepaar Sy Zy und umgekehrt jedem Werthepaare Sy z ein Punkt von T entspricht In 
den Punkten ki, k^, k^y k^ sind die Zweigwerthe von s nicht von einander verschieden, es entspricht 
ihnen aber auch nur ein Punkt von T. Geht man um einen dieser Punkte herum, so geht ein Zweig- 
werth von s in den andern Ober, weshalb diese Punkte Verzweigungspunkte (oder Windungs- 
punkte) von T heissen, und die Werthe Atj, k^y k^y k^ Verzweigungswerthe. Ueber die Durchsetzungs- 
linien setzen sich die Zweige stetig in einander fort, die Zweige oder Blätter der Fläche sowohl, als die 
der Function s. 

§ 79. Darstellung der Functionen des Bereiches Sy z. Dass jede rationale Function 
von s und z in T einwerthig ist, für jeden Punkt von T völlig bestimmt, bedarf keiner Erläuterung. 
Die rationalen Functionen von z allein haben in übereinander liegenden Punkten gleiche Werthe. Die 
Darstellung aber einer rationalen Function von s und z ist eine mannigfaltige, und man kann daher 
darauf bedacht sein, eine möglichst einfache zu wählen. Zunächst wird sich eine solche Function in 
der Form darbieten 

f{syz) = {Afi+AiS+A^s^ + ...+AnS''):{Bo+BiS+B^s^ + .. + Bmi^)y 
worin die A und B ganze (rationale) Functionen von z sind. Multiplicirt man Zähler und Nenner mit 
Bo — BiS+B^s^ — Bzs^ + ... + (—l)^BmS'^y und ordnet dann wieder Zähler und Nenner nach Potenzen 
von Sy so enthält der Nenner nur noch gerade Potenzen von s, und diese sind sämmtlich ganze Functionen' 
von z. Der Nenner ist demnach eine ganze Function von z nach dieser Operation. Wird sie mit 
6^3(2;) bezeichnet, so gewinnen wir die Form 

Ersetzt man wieder im Zähler die geraden Potenzen von s durch ganze Functionen in z, so erhält 
man die Form /(*, z) — {Gi (z) + SG2 (z)) : Ö3 (z) = Äi (z) + SR2 (z) , 

worin Giy G^ ganze Functionen von z, und Biy R^ rationale Functionen von z sind. — In vielen Fällen 
ist es zweckmässig, dieser Function die Form zu geben 

/(*,z) — Äi(z)H -^, 

V 

worin s^B^iz) nun ebenfalls eine rationale Function von z ist, und ausserdem werden die rationalen 
Functionen oft noch durch Partialbruchzerlegung in eine Summe speciellerer Functionen zerlegt, doch 
davon später. 

§ 80, Die wie T .verzweigten Functionen sind Functionen des Bereiches Sy z. Die 
rationalen Functionen des Bereiches ^, z sind als eindeutige Functionen in der Fläche T erkannt 
worden. Aber auch der umgekehrte Satz ist richtig: die in T einwerthigen analytischen Functionen 
sind rationale Functionen von s und z. Dabei ist allerdings zuerst festzustellen, was unter einer 
analytischen Function in T zu verstehen sei. In der Umgebung eines Punktes SQy zq in 7, der von 
kiy kif k^y kl verschieden ist, der aber auch ein unendlich ferner sein kann, ist der Begrift der ana- 
lytischen Function derselbe, als der einer analytischen Function von z allein. Es kommt eben nur 
ein Theil von T in Betracht, der ein ebener ist, und dies gilt f&r Punkte in jeder beliebigen Nähe 
der Verzweigungsstellen. Betrachten wir aber ein Gebiet, welches die Umgebung eines Verzweigungs- 
p unktes k(i bildet, so bedeckt dasselbe die Ebene doppelt. In diesem Gebiete ist z, aber auch 
l/z — k(A einwerthig, und es ist auch jede Function von der Form 

Äi(z)+Ä,(z)l/z— V 
einwerthig, wenn R^y R% Functionen sind, die in der Umgebung von kß den Charakter rationaler Functionen 

von z haben, und die Function ist eine analytische im gewöhnlichen Sinne bis in jede beliebige Nähe von kfi . 

Deshalb wollen wir eine Function von obiger Form oder, was dasselbe ist, eine Function, die sich in eine 
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Beihe entwickeln lässt, welche nach ganzen Potensen von \Jz — A^ fortschreitet nnd mit einer be. 
gtimmten positiven oder negatiyen Pote nz begin nt, eine analytische Function im Punkte Ar/ti nennen. Ist 
die Anfangspotenz die — «te, also l/(z — A:/t<)"" = (jr — A:/M)~i*, wo n eine ganze Zahl ist, so sagen wir, 
die Function habe dort einen n-fachen Pol, oder sie werde unendlich gross in der nten Ordnung in 7, 
für welchen Sprachgebrauch noch weitere Gründe beigebracht werden sollen. 

Ist / eine in T einwerthige Function, und sind die Werthe derselben in correspondirenden Punkten 
der beiden Blätter von T fi und f^, so ist A+A sowohl, als auch fx ./^ eine in der z-£bene flberall 
einwerthige analytische Function. Für jeden Werth von z, der kein Verzweigungswerth ist, ist dies 
selbstrerständlich. In der Umgebung der Yerzweigungsstelle ist aber / = Äj {z) + \/{z — kfjL)Ri{z)j und 
folglich /i+/2 = 2Äi(z), fx.h^R\{z) — {z—k^)R\{z) = R^{z), 

wo Ri und R^ den Charakter rationale^ Functionen haben, also sind diese Ausdrücke auch dort ein- 
werthige Functionen von z. Nach § 24 sind deshalb fy+f^ — 2Z(z), fx.fi ^^ M{z) rationale Functionen 
von Zj und es genügen /i, /^ oder es genügt f der quadratischen Gleichung 

/2— 2Z/+ilf=0, f=L+]/{p^'M), 
wobei jedem Punkte von T wegen der vorausgesetzten Eindeutigkeit ein bestimmtes Vorzeichen der 
Quadratwurzel zugehört 

Ist Z^ — 3f^^P(z):Q(z), wo P und Q keinen gemeinsamen Theiler mehr haben, so kann man 
schreiben: f.Q = LO + \/PQ = LQ + \/{G.S^) = LQ + S\/Gj wo G nur noch einfache Factoren ent- 
hält, also gleich {z — a)(z — b){z — c)(z — d).... gesetzt werden kann. 

Es ist nun zunächst ersichüich, dass von den Werthen a, 6, c, d . • . keiner von k^ k^y k^^ k^ 
verschieden sein kann, und dass also G{z) höchstens vom vierten xGrade ist Denn führt man z in T 
um a herum, so wechselt \/g sein Vorzeichen, f geht von einem Werthe in einen andern über. Ist aber 
a kein Verzweigungspunkt, so verbleibt der Träger von z in demselben Blatte, es würde also f in dem- 
selben Blatte zwei verschiedene Werthe annehmen, was gegen die Voraussetzung ist 

Andrerseits kann aber auch keiner der Factoren z — Ar^, z — ki^ z — Ars, z — ki in G fehlen, wo- 
fern nicht G constant ist, also wofern nicht f selbst eine rationale Function von z ist Denn führt 
man z, von zq anfangend, einmal um einen Verzweigungspunkt kfji herum, für welchen ein entsprechender 
Factor z — kß in G vorhanden ist, ein andermal um einen kv herum, für welchen in G ein entsprechen- 
der Factor nicht vorhanden ist, so erhielte man für einen Punkt in T einmal einen bestimmten Werth 
von f das andere mal einen andern, weil sich einmal das Vorzeichen von ]/g ändert^ das andere mal 
nicht ändert Mithin ist ]/^= Sj und / ist eine' rationale Function von s und z^ was zu erweisen war. 
— Sind die Werthe von / in übereinander liegenden Punkten von T dieselben, so ist / selbst eine ein- 
werthige, also rationale Function von z. 

§ 81. Eine in T einwerthige Function oder eine Function des Bereiches s^z nimmt 
jeden Werth gleich oft an. Es giebt mehrere Sätze über die rationalen Functionen von s und z, 
welche den LiouviUe'schen Sätzen über doppelt periodische Functionen völlig entsprechen, z. B. der an 
der Spitze dieses Paragraphen stehende. Die Function f von s und z genügt einer Gleichung von der 
Form G(z)P — 2öi(z)/*+6^2(z) «= 0, Yfo G^ G^^ G^ ganze Functionen von z sind. Ordnet man nach 
Potenzen von z, so erhält man, wenn z"* die höchste in den Functionen G vorkommende Potenz ist, die 
Form «"^«(/) + ^-'^m-i(/) + ... + ^^i(/)+^(/') = 0, 

worin die ^, ^i ... Am ganze Functionen von f höchstens vom zweiten Grade sind. Für jeden gegebenen 
Werth von f hat z, allgemein zu reden, m verschiedene Werthe. Es ist also /'^^/o fllr m Werthe 
von z, etwa für Zo, z^^^ zf^y . . ., z^^-'^K Hierzu gehören m Punkte von 7, weil im Allgemeinen in 
übereinander liegenden Punkten von T f nicht gleichzeitig gleich ^ ist Hat aber die Gleichung für 
f=fQ eine doppelte Wurzel, enthält sie den Factor (z — zo)^ so ist entweder die Function in über- 
einander liegenden Punkten von T gleich /o» oder wenn dies nicht der Fall ist, so müssen wir sagen, 
um unseren Satz aufrecht zu erhalten, f nimmt dort den Werth f^ zweimal an. Erniedrigt sich der 
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Grad der Gleichung für specielle Werthe von /«, so entsprechen diesen Werihen unendlich ferne 
Punkte in T. 

Wir wollen jedoch die Untersuchung unseres Satzes genauer noch in anderer Weise führen. 
Es ist /•— (F(z)+G{z)s) : H{z), 

worin F^ G^ H ganze Functionen von z sind. Wir fragen nun, wie oft nimmt / den Werth /ö an, oder 
wie oft verschwindet der Ausdruck 

f—h — {F{z)—H{z)f^'\'G{z)$) : H{z) = (/(«) + s G(z)): H{z). 
Dies könnte geschehen für z— oo. Wäre 1—F—Hf^ vom ^^n Grade, G vom v — 2ten Grade und H 
Tom (»tcn Grade, so wflrde / — /o? wenn ^ um l Einheiten grösser als die grössere der beiden Zahlen 
ff, V ist, in den beiden unendlich fernen Punkten von T Jl-mal, also zusammen 2jl-mal verschwinden. 
Ist fi von V verschieden, so wird sicher der Z&hler in den beiden unendlich fernen Punkten un- 
endlich gross in der ^ bez. v Ordnung, je nachdem ii>v oder v>ii ist, und •/* — f^ wird nicht in 
einem der beiden unendlich fernen Punkte noch einmal unendlich klein, sondern verschwindet nur noch 
da, wo der ZAhler Null wird. Hierzu ist nothwendig, dass 

*{z)^{l{z)^'SG{z)){I{z)-sG{z)) = P{z) — GKz){z—h)^^ 
gleich Null werde, was 2^- bez. 2); -mal statthat, und es kann diese Zahl nicht durch Fortheben der 
höchsten Potenzen erniedrigt werden, weil n von v verschieden ist Aber doppelte Werthe können voi> 
kommen, und zwar entweder dadurch, dass / und G einen gemeinsamen Factor haben, in welchem Falle 
f — /o ^ übereinander liegenden Punkten von T verschwindet, oder aber diese Functionen haben 
keinen gemeinsamen Factor, dann darf, wenn z^^z^ jene Nullstelle ist, weder / noch G den Factor 
z — zo haben, und es kann von den beiden Formen /(zq) + #o G{z^j H^o) — 'o ^(^) ^^^ ^^^^ verschwinden*, 
weil ihre Summe nicht Null ist. Demnach verschwindet der Zähler von f — ^ nur in einem der beiden 
correspondirenden Punkte von T, und zwar so oft, als ^(z) an der Stelle zq verschwindet 

Fällt aber ein Werth zq, für welchen f—fo verschwindet, auf einen Yerzweigungspunkt Ar^i, so 
muss I(z)r=:zF{z) — ff{z)fo den Factor ;? — Ar^ haben, und der Zähler hat die Form {z — k/i)Ji{z) + sG(z\ 
Die Function f — /o liimmt dann den Werth Null für z = kfi einmal an, wenn G(z) den Factor z — kß 
nicht hat, und es hat auch ^(z) den Factor z — kfi nur einmal. Der an d er Spitz e dieses Paragraphen 
stehende Satz würde nicht aufrecht zu erhalten sein, wenn man nicht ]/z — kfi, sondern z — kfi als 
unendlich klein erster Ordnung in T ansehen wollte. 

Haben aber I=F — foB und z^G{z) denselben Grad, ist fi^^Vj bo wird ^(z) im Allgemeinen 
wieder vom 2j[|ten Grade sein, und es giebt 2/$ Nullstellen des Zählers von f — f^. Werden die beiden 
Factoren I+sG, 1 — sG für z — oc nicht unendlich gross in der /titen, sondern in der ii — dten Ordnung, 
so muss auch ihre Summe in derselben Ordnung unendlich gross werden, und es muss l{z) vom 
II — (ften Grade sein, gegen die Voraussetzung. Es können also die beiden Factoren nicht zugleich 
in einer niedem als der /<ten Ordnung unendlich gross werden. Wenn demnach sich in ^{z) die d 
höchsten Potenzen fortheben, wenn 9 vom {n — (f)teii Grade ist, so muss einer der beiden Factoren 
in der {ja — d)ten Ordnung unendlich gross werden, während der andere in der /titen Ordnung unendlich 
gross wird, und es verschwindet dann f — /o erstens il-mal in beiden unendlich fernen Punkten und 
noch d-mal in einem derselben, zusammen 22+<^-mal im Unendlichen. 

Nun mag es noch e-mal geschehen, dass I+sG = F — f^B+sG mit B zugleich verschwindet, so< 
sind die Nullstellen von /o unabhängig, weil in diesen Fällen F+sG auch verschwinden muss. Die Nullstellea 
der Function f — ^ sind also die 2(i bez. 2v von ^ und die 21 unendlich fernen, die zusammen jedesmal 
2(f ausmachen, oder wenn fi^^v ist, die 2ii — 6 Nullstellen von ^ vermehrt um die 2X+6 unendlich 
fernen, was wiederum 2q giebt, wovon 8 etwa gemeinsame, von /o unabhängige gleichzeitige Nullstellen 
des Zählers und Nenners abgehen, so dass zusammen /*— /o 

2q — e-mal 
verschwindet, welche Zahl von /o gänzlich unabhängig ist, oder es nimmt f den Werth ^, welcher 
dieser auch sein mag, 2q — c-mal an, und es nimmt /jeden Werth gleich oft an, w. z. b. w. 
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Ist f^t^ ooy Bo würde die BetraehtoDg dadurch zu modificiren sein, dass man die Function \if 
nntersncbte, welche Function jeden andern Werth ebenso oft annimmt, als den Werth Null. Es wird 
demnach f ebenso oft unendlich gross, als es einen anderen Werth annimmt Verschwindet / — /q gleich- 
zeitig in übereinander liegenden Punkten von 7, so mttssen I+sGj I — sG zugleich, und es mttssen 
daher zugleich auch ihre Summe und Differenz verschwinden, woraus folgte dass F — Hf^ und G einen 
gemeinsamen linearen Factor so oft haben mttssen, als die Ordnung des gleichzeitigen Verschwindens 
angiebt #(z) verschwindet dort in der doppelten Zahl dieser Ordnung, und unser Beweis erfordert 
keine Ab&nderung f&r diesen Fall. — Hit diesem Paragraphen vergleiche man § 36. 

§ 82. Im Bereiche s^ z giebt es keine Function, die nur einmal unendlich gros 
würde. So wie eine doppelt periodische Function nach den Liouville'schen Sätzen nicht existirt, die 
nur einen einfachen Pol im Elementarparallelogramm besitzt, so giebt es auch in T keine einwerthige 
Function, die nur einmal unendlich gross würde oder jeden Werth nur einmal annehme. Soll f{z) "» 
{F{z)'\'sG{z)):H{z) ftlr 2 = 2^0 weder in dem einen noch in dem andern Blatte unendlich gross werden, 
obschon die ganze Function H den Factor z — zq besitzt, so muss sowohl ^(2:0) + ^0 ^(^)f ^^ ^uich 
•^(^0) — ^o^(^o) NuU sein, woraus durch Addition und Subtraction folgt, dass F{z^ und G{z^ Null sein 
müssen, und dass also die ganzen Functionen F und G ebenfalls den Factor z — z^ besitzen müssen. 
Wenn demnach in der Darstellung von f die ganzen Functionen F^ G, ff von gemeinsamen Factoren 
befreit sind, so wird f sicher (wenigstens in einem der beiden Blätter) da unendlich gross, wo der 
Nenner ff verschwindet Fällt dieser Punkt zq auf eine Verzweigungsstelle kß, so muss F(z) den Factor 
{z — kfi) haben, und es wird dann, wenn Fj G, ff keinen gemeinsamen Factor haben, sG:{z — A:^), und 
also fisfz) in jenem Punkte unendlich gross erster Ordnung. Soll f nur in einem unendlich fernen 
Punkte unendlich gross werden, so muss folglich der Nenner ff constant sein. Auf diesen Fall können 
wir uns aber beschränken. Denn wenn eine Function /ö (^ , z) existirt, welche nur ftlr s^^sq^ z= zq 
unendlich gross erster Ordnung wird, so nimmt diese Function in den beiden unendlich fernen Punkten, 
weil sie jeden Werth nur einmal annimmt, verschiedene Werthe an, deren einer /^^> sei. Alsdann wird 
die Function /*»» 1 : (fo(SjZ) — f^^) nur in einem unendlich fernen Punkte unendlich gross erster Ordnung, 
es existirt also unter dieser Voraussetzung auch eine Function von s und z, die nur in einem unendlich 
fernen Punkte unendlich gross erster Ordnung wird, und hat die Form f(s,z)'= F{z)+sG(z)f wo F 
und G ganze Functionen sind. Man beachte, dass lim{s:z^) (Ht Z'^oo entgegengesetzte Wertiie hat 
Ist F(z) vom fiten Grade, fi > 1, so kann 

F{z) s G(z) 



nicht in beiden unendlich fernen Punkten verschwinden, weil sonst auch die Summe der Werthe 

F{i 



F{z) s G(z) F(z) s Gjz) ^ 2F{z) 

Z^ Z^ Z^-2 + ^^ ^il ^(1^2 — ^fA 



verschwinden müsste, was nicht möglich ist, wenn F vom /iten Grade ist Folglich wird f wenigstens 
in einem der beiden unendlich fernen Punkte in der ^ten Ordnung, die grösser als die erste ist, un- 
endlich gross; in solcher Form existirt also keine Function, die nur einmal, d. h. in einem Punkte, 
unendlich gross erster Ordnung würde. Ist aber/'(2) vom ersten Grade, und soll {F{z)iz)-\-{sG{z):z) 
in einem der unendlich fernen Punkte verschwinden, so muss G{z) Null sein, weil eben siz m beiden 
unendlich fernen Punkten unendlich gross wird. Und so müsste f die Form haben f^:^F{z), Diese 
Function wird aber in beiden unendlich fernen Punkten unendlich gross. Es existirt demnach auch in 
dieser Form keine Function, die nur in einem unendlich fernen Punkte, und es existirt demnach über- 
haupt keine rationale Function von s und z, die nur einmal unendlich gross erster Ordnung würde, 
was zu beweisen war. 

Der Fall f^s^{z — z^\{z — ky) ist nicht als Ausnahme anzusehen, weil diese Function nach 
unsem Definitionen eben im Punkte kpL unendlich gross zweiter Ordnung wird. 
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§ 83. Darstelliing einer Function mit zwei einfachen Polen. Es gelingt hingegen 
leiehty eine Function zu construiren, die in zwei willkflrlieh gegebenen Punkten z — a, « = tfa; z=^ßy 
S'^Sß unendlich gross erster Ordnung wird, und in zwei Punkten verschwindet, ron denen der eine 
2 = 0, 8^^ Sa willkürlich gegeben werden kann. Wir nennen eine solche Function eine Function zweiter 
Ordnung von $ und z. Ihre Darstellung findet sie in der Form 



/ = 



:(2_o)(2_^), 



1, Z, Z*, 8 

1, o, a\ Sa 
1, a, a*, — Sa 

1, A ß\ —Sß 

und da das Residuum von f in den Polen, oder Iim{z—ä)f^ lm{z — ß)f^ für z = a bez. z«=/J gleich 
isa{ß — a)(a — a) bez. — ^Sß{ß — d){a — a) ist, so erkennt man sogleich, dass die Determinante des 
Z&hlers nicht identisch yerschwindet. Man kann aber auch f als lineare Function einer speciellen der- 
artigen Function ausdrücken, sie in die Form setzen 



s{ß-a)+8^{ß—z) + Sß{z-a) ^ ^ 



worin der Factor von c für die oben gegebenen Pole unendlich gross wird, und es lässt sich c.c* so 
einrichten, dass / ebenfalls im Punkte z^^a^ ^^^^a Tcrschwindet 

Liegen die beiden Punkte Unendlich ttbereinander, so ist in f=(A+Bz + Cz^+Ds):(z — ay 
der Zähle»>so einzurichten, dass er In den beiden über a liegenden Punkten verschwindet, was nach 
vorigem Paragraph nur möglich ist, wenn der mit s multiplicirte und ebenso der von s freie Theil den 
Factor z — a hat, so dass also 2> Null sein, und die Function in der Form (A+Bz):{z — a) enthalten 
sein muss. Eine Function, die nur in zwei ttbereinander liegenden Punkten unendlich gross wird, ver- 
schwindet auch in zwei ttbereinander liegenden Punkten, die die unendlich fernen sind, wenn B^^O ist 

Fallen die J)eiden Punkte Unendlich in einen zusammen, so ist 

. s + Sa + {z —a)s'^ 
f=<^ ^T^. + ^' 

wo ^^ den Werth des Differentialquotienten dsidz fttr z — a bedeutet. Das erste bez. zweite Residuum 
dieser Function in ihrem Pol ist 2cs'^ und 2cs^, Man kann diese Function auch als Product zweier 
Functionen darstellen, von dessen Factoren der eine die Pole s^^ a] Sß, ß^ der andere die Pole s^^ a; 
Sy^ y besitzt, während die erste den Punkt f^, / zu einem Nullpunkt, die zweite den Punkt Sß^ ß zu 
einem Nullpunkt hat. 

Da eine Function von s und z mindestens zweiter Ordnung ist, jeden Werth mindestens zwei- 
mal annimmt, also, wenn sie zweimal unendlich gross wird, auch zweimal verschwindet, so wird der 
Logarithmus einer Function von s und z mindestens viermal (logarithmisch) unendlich gross. 

Die Residuen der Function / in ihren beiden Polen sind nicht von einander unabhängig. Divi- 
dirt man f durch s und rechnet die Windungspunkte (wenn a oder ß nicht auf sie fallen) nicht zu den 
Polen, so ist die Summe der Residuen in ihren Polen Null, sie haben entgegengesetzt gleiche Werthe, 
und wenn f nur in einem Punkte unendlich gross zweiter Ordnung wird^ so ist das erste Residuum 
von /: s in diesem Punkte Null. Vergl. § 34. 

Durch ihre beiden Pole und deren Residuen oder vielmehr, da diese nicht unabhängig von 
einander sind, durch eines ihrer Residuen ist eine Function zweiter Ordnung f{s^ z) bis auf eine additive 
Constante, die willkürlich bleibt, bestimmt Denn die Differenz zweier solcher Functionen könnte, wenn 
sie nicht eine Constante wäre, nur einmal unendlich gross werden, was nicht möglich ist 

§ 84. Functionen nter Ordnung. Wird eine Function / des Bereiches f, z in den n Punkten 
'a' ^) V' '''' * * ' ^^' ^' ^^^ denen auch einige zusammenfallen können, unendlich gross erster Ordnung, 
so können n — 1 Punkte, für welche sie verschwindet, willkttrlich gewählt werden. Hultiplicirt man 
nämlich eine solche Function mit einer Function tp^ zweiter Ordnung, welche in einem gegebenen Null- 
punkte unendlich gross wird und in zwei der gegebenen Punkte Unendlich verschwindet, so ist /. q>y 
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eise Function, die nur noch in n — 1 Ponkten unendlich groBS wird, nnd in n — 2 gegebenen Punkten 
yerechwindet, die eine Function n — Iter Ordnung ist Diese multiplicirt man mit einer Function 9>i, 
die in einem der g^ebenen Nullpunkte unendlich gross wird und in swei ünendlichkeitspunkten der 
Function fipx verschwindety so ist fq^\q>% eine Function (n — 2)ter Ordnung. So f&hrt man fort und bildet 
nach gleicher Vorschrift die Function fv>\929z • • * 9>ii-s> die eine Function 2tor Ordnung ist, und die noch 
in einem der gegebenen Nullpunkte yerschwindet und in zwei Punkten unendlich gross wird. Eine 
solche Function existirt, ihr reciproker Werth sei 9^11^1, so ist /^i 92 9^3 • • • 9>»-i eine Constante, und die 
Function Gonst. : 9>i 9>2 9>s • . . q>n^i wird in den yorgeschriebenen Punkten Null und Unendlich. Dabei 
ist die Möglichkeit nicht ausgeschlossen, dass ein Punkt Null irgend eines Factors mit einem Punkte 
Unendlich eines andern zusammenfiele, und die Function wäre dann nur yon der (n — l)ten Ordnung. 
Dieser Fall wäre als ein solcher anzusehen, bei welchem das Residuum eines Punktes Unendlich Null 
ist. Verlangt man z, B* eine Function / dritter Ordnung mit den Punkten Unendlich s^^a\ — «^y a; 
Sßyß und den Punkten Null s^^a\ — '«> ^) ^ wttrde f,{z — a):(z — d) eine Function erster Ordnung, 
und da eine solche nicht existirt, eine Constante sein. Das Residuum im Punkte Sß^ ß ist Null, und 
die Function ist nur zweiter Ordnung. 

Eine Function nter Ordnung lässt sich, wenn nur einfache oder zweifache Pole yorkommen, 
als Summe yon Functionen zweiter Ordnung darstellen, und sie ist auch in Determinantenform darstellbar. 
Sie ist aber durch die Punkte Unendlich und n — 1 Punkte Null bis auf einen constanten Factor, der 
endlich bleibt, bestimmt Denn der Quotient zweier Functionen muss eine Function erster Ordnung, 
und da diese nicht existirt, eine Constante sein. Vergl. § 39. 

§ 85. Die Residuen. Eine Function nter Ordnung yon s und z ist durch die Punkte Un- 
endlich und deren Residuen völlig bestimmt, weil die Differenz zweier solcher Functionen überall end- 
lich, also constant ist Die n Residuen einer Function nter Ordnung sind jedoch nicht yon einander 
unabhängig. Sind die Pole nur einfach, so wird schon die Differenz zweier Functionen mit denselben 
Polen und n — 1 gleichen Residuen constant, weil eine Function erster Ordnung nicht existirt. Durch 
n — 1 Residuen ist also das letzte yollständig bestimmt Bei Functionen zweiter Ordnung ist die Be- 
ziehung zwischen den beiden Residuen nach § 83 linear. Stellt sich die Function nter Ordnung durch 
eine Summe yon Functionen zweiter Ordnung dar, etwa in der Form 

worin «^, a; Sß, ß und Sß, ß] Sy^y . . . bez. die Pole der Functionen q> sind, so erkennt man leicht, dass 
hier zwischen den Residuen ebenfalls eine homogene lineare Gleichung besteht 

Aber auch zwischen den Residuen einer Function des Bereiches «, z mit hohem Polen besteht 
eine lineare homogene Relation, worauf wir noch zurückkommen. 

§ 86. Der Cauchy'sche Satz für die Fläche T. Wir haben für FunctioDcn / eines Ebenen- 
stttckes, gleichyiel ob einfach oder mehrfach zusammenhängend, den Satz erwiesen, dass das Integral 
J^fdz Null sei, wenn es Ober die ganze Begrenzung des Stückes erstreckt wird, und wenn die Function 
im Innern des Oebietes analytisch ist, wobei auch Pole zulässig sind, wofern nur ihre ersten Residuen 
yerschwinden. Enthält aber das Stück den unendlich fernen Punkt der Ebene in seinem Innern, so 
muss dort in der Entwickelung nach Potenzen von z die — Ite Potenz fehlen. Es fragt sich nun, ob 
und wie dieser fruchtbare Satz auf die Riemann'sche Fläche, also auf Functionen des Bereiches Sy z 
ausgedehnt werden kann. 

Der Cauchy'sche Satz ist hier so auszusprechen: Bildet ein Linienzu^ die ganze Begrenzung 
eines Stückes yon T oder auch der gesammten Fläche 7, so ist das Integral jf{ß^z)dz^ über die ganze 
Begrenzung des Stückes oder der gesammten Fläche T in gleichbleibender Richtung erstreckt. Null, wenn 
f{fy z) zum Bereiche «, z (eindeutig und analytisch, ohne wesentlich singulare Stellen) gehört, und wenn 
in jedem Pole a, auch wenn er auf einen VerzweigUDgspunkt fällt, in der Entwickelung der Function 
nach Potenzen 7on z—a der Entwickelungscoefficient der — 1 ten Potenz Null ist, also wenn im All- 
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gemeinen die ersten Besiduen, in den Verzweigongsponkten die zweiten Residuen Null sind. In den 
unendlich fernen Punkten der Fläche aber muss in der Entwickelung nach Potenzen von z die — Ite 
Potenz fehlen. Häufiger noch als in der Ebene kommt es in T vor, dass beide Ufer einer Linie als 
Begrenzung zu achten sind. 

Es wird immer vorausgesetzt, dass auf der Begrenzung selbst keine Pole liegen. Schliessen 
wir zuerst den Fall aus, dass Pole auf Verzweigungspunkte fallen. Dann fügen wir der Begrenzung 
des Flächenstflckes neue Begrenzungsstücke hinzu, nämlich die beiden Ufer der Durchsetzungslinien. 
Von diesen Begrenzungsstttcken kommen jedoch nur solche Theile in Betracht, die in das gegebene 
Stück von T hineinfallen, diese bestehen aber immer aus beiden Ufern eines Theiles der Durehsetzungs- 
linien, wenn nicht die ursprüngliche Begrenzungslinie einen Theil eines Ufers einer Durchsetzungslinie 
enthmt, welcher Fall übrigens durch Abänderung der Durchsetzungslinien yermieden werden kann« 
Durch Hinzunahme dieser Begrenzungsstücke wird das gegebene Oebiet ron T in ebene, einfach oder 
mehrfach zusammenhängende Theile zerlegt, für welche der Gauchy'sche Satz gilt Es ist also das In- 
tegral Sf{s^z)äz^ immer in derselben Bichtung, z. B. immer in positiver Sichtung, über die ganze Be- 
grenzung erstreckt, unter der f auferlegten Bedingung Null. Dabei werden die gegenüberliegenden 
Ufer einer Durchsetzungslinie immer in entgegengesetzter Richtung durchlaufen; das Integral über diese 
Begrenzungstheile ist Null, und es ist mithin das Integral ff{syz)dz^ über die ursprüngliche Begrenzung 
erstreckt. Null, w. z. b. w. Hat f Pole in gewöhnlichen Punkten, in denen das erste Residuum nicht 
Null ist, so schliesst man sie zunächst durch eine kleine Berandung aus dem gegebenen Stücke aus 
und beweist dann genau wie im § 14, dass das Integral nicht Null ist, sondern gleich der mit 2t^ 
multiplicirten Summe der ersten Residuen ist In einem unendlich fernen Punkte muss statt des ersten 
Residuums der negativ genommene CoefiBcient der — Iten Potenz der Entwickelung nach Potenzen 
von z genommen werden. Eine besondere Betrachtung aber ist nothwendig, wenn ein Pol auf einen 
Yerzweigungspunkt h f&llt Wir schliessen ihn dann ebenfalls durch eine Berandung c und 
zwar durch eine kreisförmige aus, beachten aber, dass diese Berandung jenen Punkt k 
zweimal umgeben muss, soll sie ihn ausschliessen. Sie besteht also aus zwei Kreisen, 
der eine verläuft im oberen Blatte, geht um k herum über die Durchsetzungslinie d 
hinweg ins untere Blatt und dort wieder um k herum zum zweiten Male über ä hinweg 
ins obere Blatt zurück. Das Integral Sf{s^z)dz über die gegebene Begrenzung ist dann gleich der 
Summe der ersten Residuen der gewöhnlichen Pole plus dem Integral derselben Function f[s^£) über 
die Berandung c. Ist nun f dort durch die Reihe darstellbar 

so ist wenn z — k^^ref^ gesetzt wird, p 

Jfdz = 

a 




iÄ^r ^ I e^^ ^^*dt + iAx^ir ^ / e^ ^ ^* dt + .^. + iA^ / dt + iAiri / e^^dt 

•/q ^0 »^ %^ 



+ iBorf^^dt + iBiAfei^dt + ..., 



Jf(Sf z) dz = 4ijr^2 • 
a 

Das Gauchy'sche Integral ist also Null, auch wenn Pole auf Verzweigungspunkte fallen, voraus- 
gesetzt, dass die zweiten Residuen in ihnen verschwinden. Oder allgemeiner: das Integral Jf(s,z)dz 
über die ganze Begrenzung eines Stückes von T oder von ganz T immer in gleicher Richtung erstreckt, 
dividirt durch 2t;r, ist gleich der Summe der Residuen in gewöhnlichen Polen plus der doppelten 
Summe der zweiten Residuen in Yerzweigungspunkten plus der Summe der ersten negativ genommenen 
Residuen der Function z^nf(z) in den unendlich fernen Punkten. 

T h m a e , Thetaftmotlonen. 8. Aafl. 1 3 



98 [§§86-88 

Scheidet man aus der Fläche T durch Berandong eines Punktes, in welchem f{s^ z) keinen Pol 
hat, ein kleines Gebiet aus, so bildet diese Berandung bez. durch ihre rerschiedenen Ufer sowohl die 
Begrenzung jenes Gebietes, als auch die Begrenzung der ttbrigen Fläche T. Da nun das über die Be- 
randung erstreckte Integral Sf^^i^)^^^ ^^^ ^^^^ ^^^ Berandung jenes kleinen Gebietes erstreckt, nach 
dem Cauch/schen Satze Null ist, so ist es auch Null als über die Begrenzung der übrigen Fläche er- 
streckt, und es muss demnach die Summe der ersten Besiduen, in den Verzweigungspunkten der doppelten 
zweiten Besiduen, in den unendlich fernen Punkten der negativen ersten Besiduen von z^w{z) Null sein. 
Hat insbesondere die Function /(^ , z) nur im Endlichen liegende, auf keinen Yerzweigungspunkt fallende 
Pole und ist im Unendlichen endlich, so ist die Summe der ersten Besiduen der Function /'{s, z) : s Null 

Hieraus ergiebt sich (vergL § 85), dass in jedem Falle zwischen den Besiduen der Function 
f{sjz) eine lineare homogene Belation besteht. 

§ 87. Der Logarithmus der Function f(s^z)j also lgf{Syz\ wächst um so viele Multipla von 2i;r, 
wenn der Punkt ^, z um die ganze Begrenzung eines einfach oder mehrfach zusammenhängenden Stückes 
von T positiv herumgeführt wird, als die Anzahl der darin enthalte nen Pu nkte Null die der Punkte Un- 
endlich übertrifit Dabei gilt die Ordnung einer Function, die wie |/z — k fftr z = A: verschwindet, wenn 
k ein Verzweigungspunkt ist, wie schon immer angenommen wurde, als die erste. — Dieser Zuwachs 
des Logarithmus ist nämlich gleich dem Integral 
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über die ganze Begrenzung erstreckt, und ist gleich der Summe der Besiduen von f\f in gemeinen 
Punkten und der doppelt genommenen zweiten in Verzweigungspunkten. Die Untersuchung der ge- 
meinen oder unendlich fernen Pole unterscheidet sich nicht von der des § 20, ihre ersten Besiduen sind 
gleich den Ordnungen des Verschwindens der Function / und gleich den negativen Or dnun gen des Un- 
endlichwerdens der Function /. Verschwindet aber f im Verzweigungspunkte k wie (/z — kY^ so wird 
f:f unendlich gross wie ^/^.'(z — k). Das zweite Besiduum dieser Function ist also -j-fi. Dieses ist 
aber nach dem vorigen Paragraphen im Cauchy'schen Satze doppelt zu nehmen. Würde f in k un- 
endlich gross jtiter Ordnung, so wäre i^ nur negativ zu nehmen. Da nun die Summe der Besiduen Null 
ist, so muss die Zahl der Punkte Null gleich der der Punkte Unendlich sein. — Daraus lässt sich noch 
einmal der schon bekannte Satz schliessen, dass eine Function des Bereiches Sj z jeden Werth gleich 
oft annimmt 

§ 88. Integrale über geschlossene Züge in T. Periodicitätsmoduln. In der Ebene 
bildet jedes Ufer eines geschlossenen Zuges die ganze Begrenzung eines Stückes, und das Integral 
einer Function, die in diesem Stück die Gauchy'schen Bedingungen befriedigt, ist Null. Dies findet 
in T nicht noth wendig statt Die Linie a in der Figur des § 77 auf Seite 89 zum Beispiel begrenzt 
durch eines ihrer Ufer kein Stück von T, wohl aber begrenzt sie durch beide Ufer zusammen genommen 
die ganze Fläche T. Das über einen solchen Zug erstreckte Integral wird daher im Allgemeinen keines- 
wegs Null sein, wenn auch die Cauchy'schen Bedingungen in der ganzen Fläche T erfüllt sind. Anders 
verhält es sich, wenn die Fläche T durch ein Querschnittpaar in eine einfach zusammenhängende T 
zerschnitten ist Jeder in T verlaufende Bückkehrschnitt oder geschlossene Zug zerstückelt P und be- 
grenzt demnach durch eines seiner Ufer fQr sich, oder durch das andere mit T* zusammen ein Stück 
von T' vollständig, das Integral über einen solchen Zug ist Null, wenn die Bedingungen des Cauchy- 
schen Satzes erfüllt sind. Erstreckt man daher das Integral J*f(s,z)dz von einem Punkte Sq^ 2o bis 
zu einem Punkte ^, i auf zwei Wegen, die in T' verlaufen, so nimmt das Integral, wenn die Cauchy'schen 
Bedingungen erfüllt sind, beidemal denselben Werth an (vgl. § 14), sein Werth ist von dem W^ 
unabhängig. Beschränkt man die zulässigen Integrationswege auf r, so genügt fllr die Bestimmung 
des Integrales die Angabe der unteren und oberen Grenze, die Angabe des Weges selbst ist unnöthig. 
Besitzt die Function fis^z) Pole, und sind die ersten Besiduen der Functionen fiß^z)^ sfiß}Z) nicht Null, 
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80 mu88 man noch eine weitere Zerschneidung vornehmen, wenn das Integral vom Integrationswege 
unabhängig werden soll Man verbinde jeden dieser Pole durch Linien /, die im Innern von T ver- 
laufen und weder sich selbst, noch sich untereinander schneiden, also T nicht zerstückeln, mit der Be- 
grenzung von V und bezeichne die so zerschnittene Fläche, deren Begrenzung nun die Uferpaare der 
neuen Linien mit enthält, mit J*. Dann sind für das Innere von T* die Cauchy'schen Bedingungen 
wieder erfUlt, das Integral ist nur von den Grenzen, nicht vom Wege abhängig, sofern dieser in J^ ge- 
wählt wird. Es kann übrigens nicht blos einen solchen Pol geben, wenn ttberhaupt einen,- weil das 
Integral über die aus den Uferpaaren der Querschnitte bestehende Berandung von T^ dessen Elemente 
in gegenttberliegenden Punkten der Querschnittufer entgegengesetzt gleich sind, Null ist 

Zu beiden Seiten eines der Querschnitte a, h hat das Integral J'f(sjz)dz im AUgemeinen ver- 
schiedene Werihe, deren Differenzen längs eines und desselben Querschnittes oder längs einer Linie / 
constant sind, weil die Integrationselemente beiderseits dieselben sind. Die Differenzen ändern sich 
aber sprungweise an den Stellen, an denen stetige parallele Fortführung des Integrationsweges auf den 
beiden Ufern in T oder in T^ nicht möglich ist, also da, wo die Querschnitte sich schneiden, oder wo 
Linien / in dieselben einlaufen. Soll ein solcher Sprung nicht an einer Stelle eines und desselben 
Querschnittes vorkommen, so ist es nöthig, und wir werden diese Annahme im Folgenden immer machen, 
dass die Linien / in einen Schnittpunkt der Querschnitte o, h sämmtlich einlaufen. Die Werthdifferenz 
eines Integrales längs eines Querschnittes heisst Periodicitätsmodul des Integrales. 

Ist das erste Residuum eines Poles von f{sjz) im Punkte z = a, ^ = j9 gleich Ay so ist 
Jf{s^z)äz auf dem positiven Ufer der von ihm auslaufenden Linie / um — %3iA grösser als auf dem 
negativen, und es muss die Summe der Werthdifferenzen an den Linien /, wie die Summe der Besiduen 
selbst Null sein. Fällt der Pol auf einen Verzweigungspunkt oder einen Punkt Unendlich, so tritt eine 
leichte Modification ein. 

Besitzt f{syz) nur einfache Pole in den Verzweigungspunkten, und besitzt sfis^z) keine Pole, 
so ist das Integral jf{syz)dz in T ttberall endlich und heisst ein Integral erster Gattung. Besitzt 
fis^z) Pole, besitzt aber weder f{syz) noch sf{SyZ) einfache Pole, so wird das Integral ff{syz)dz in 
diesen Polen unendlich gross wie eine im Bereiche ^, z rationale Function und heisst ein Integral 
zweiter Gattung. Besitzen aber f{syz\ sf{s^z) nur einfache Pole, so wird in ihnen das Integral wie 
der Logarithmus einer rationalen Function von z unendlich gross, und das Integral heisst ein Integral 
dritter Gattung. Im Allgemeinen aber wird das Integral y/'(f, z) dz sowohl rationale als logarithmische 
Pole enthalten und kann dann ein Integral gemischter Gattung heissen. 

Sind die Periodicitätsmoduln eines Integrales zweiter Gattung an den Querschnitten a und b 
Null, so ist das Integral in T einwerthig und folglich eine rationale Function des Bereiches ^, z. Ana- 
log lässt sich aber nicht schliessen, dass ein Integral dritter Gattung etwa der Logarithmus einer 
Function des Bereiches s^ z sei, wenn die Periodicitätsmoduln an a und b Null sind. 

§ 89. Einfachste Integrale erster und zweiter Gattung. Das Integral ff{syZ)äz mag 
ein allgemeines elliptisches Integral heissen. Es fragt sich, ob man die Untersuchung desselben auf 
eine Reihe besonders einfacher Fälle zurackftLhren könne, auf Typen, die möglichst wenig Parameter 
enthalten. Dabei wollen wir f&rs nächste die Parameter Ati, Atj, Ära, k^ des Bereiches f, z nicht zu den 
Parametern des Integrales zählen. Es zeigt sich, dass sich dann die Integrale erster und zweiter 
Gattung auf solche ohne Parameter zurflckflihren lassen, während dies f&r die Integrale dritter Gattung 
nicht möglich ist 

Soll das Integral ff{ßyt)dz für keinen Werth der obern Grenze unendlich gross werden, so 
darf der Integrand nur in den Verzweigungspunkten unendlich gross erster Ordnung werden und muss 
ausserdem für z = oo unendlich klein zweiter Ordnung werden (oder im Falle ein Verzweigungspunkt 
ins Unendliche fällt, unendlich klein dritter Ordnung in 7, als Function von z in -f- ter Ordnung), es muss 
also /*. $ fiberall endlich, also constant sein. Es giebt deshalb nur ein überall endliches Integral oder 
ein Integral erster Gattung, nämlich das Integral 

13* 
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f{Us)dz, 
mid jedes andere unterscheidet sieb davon nur durch einen constanten Factor, den wir nicht als einen 
Parameter des Integrales ansehen, weil er vor das Integralzeichen gesetzt werden kann. Da noch der 
Anfangswerth willkürlich ist, so enthält das Integral erster Gattung zwei willkürliche Constanten und 
ist in der Form c'+cj*(\:s)dz enthalten. 

Soll ein Integral zweiter Gattung gebildet werden, welches nur einmal unendlich gross wird, 
und ausser den Parametern des Bereiches s^ z keinen neuen Parameter enthält, so kann man den Punkt 
Unendlich auf einen Yerzweigungspunkt z=zkiA fallen lassen. Wird aber eine Function in einem Yer- 
Zweigungspunkte unendlich gross erster Ordnung, so wird ihr Differentialquotient unendlich gross 
dritter Ordnung. Der Integrand /(«, z) muss deshalb nach Hultiplication mit $ eine Function sein, 
die nur im Punkte kii wie Const : (z — k(jt) unendlich gross wird, und es ist demnach s.f in der Form 

{az + h):{z — A:^) = a + {b + dkfi):{z — kfi) 
enthalten. Somit ist ein solches einfaches Integral zweiter Gattung noch weiter zerlegbar, weil in 

der erste Theil rechts ein Integral erster Gattung ist Als einfachste Integrale zweiter Gattung ergeben 
sich demnach vier, nämlich J*(i:(z — kiJL)s)dzj wo n die Werthe 1, 2, 3, 4 annehmen kann, und es ist 
kein Grund vorhanden, einen der Verzweigungspunkte zu bevorzugen. Beachtenswerth ist, dass ein 
solches Integral aus dem erster Gattung durch Differentiation nach einem Verzweigungspunkte erhalten 
werden kann. — Es ist nicht möglich, das Integral zweiter Gattung ohne Einf&hrung neuer Transcen- 
denten weiter zu reduciren, namentlich ist es nicht möglich, dasselbe etwa durch eine Summe aus einer 
rationalen Function R von s und z und einem Integrale erster Gattung darzustellen. Denn wäre 

so würde R{s^z) eine in T einwerthige Function sein, die nur in einem Punkte unendlich gross würde, 
was nach § 82 nicht möglich ist. 

Ist nun f($^z) eine Function des Bereiches Sj z, und sind die ersten Residuen in den Polen 
derselben Null, und sind in den Verzweigungspunkten und dem unendlich fernen Punkte die ersten Re- 
siduen von sfißj z) Null, so lässt sich Jf(s^ z) dz durch eine rationale Function plus einem Inteigrale 
erster Gattung plus einem Integrale zweiter Gattung mit nur einem Unendlich darstellen. Die Pole des 
Integrales und deren Residuen sind durch die Pole von f vollständig bestimmt, nur ist zu beachten, 
dass das Integral im Unendlichen Pole haben kann, ohne dass f dort Pole hat Es lässt sich eine 
Function g{s^z) des Bereiches ^, z finden (§ 84), welche genau dieselben Pole als das Integral hat, 
und deren Residuen ebenfalls dieselben sind, ausgenommen ein erstes Residuum in irgend einem der 
Pole. Besitzt das Integral einen Pol in einem Verzweigungspunkte, dessen erstes Residuum nicht ver- 
schwindet, so wählen wir g{syz) so, dass alle übrigen Residuen mit denen des Integrales übereinstimmen, 
wodurch jenes letzte bestimmt ist und im Allgemeinen von dem entsprechenden des Integrales ver- 
schieden sein wird. Sind aber die ersten (und vielleicht auch die hohem) Residuen des Integrales in 
den Verzweigungspunkten Null, so lassen wir trotzdem die Function g in einem Verzweigungspunkte 
einen Pol mit nicht verschwindendem ersten Residuum besitzen. Dann können alle übrigen Residuen 
mit dem des Integrales gleich angenommen werden, und es ist 

f{f{s,z)-g'{s,z))dz, 
wenn g* der totale Differentialquotient von g nach z ist, ein Integral zweiter Gattung mit nur einem 
Pole in einem Verzweigungspunkte, etwa in kfx , und also in der Form 

cf{U{z—k(i)s)dz + &f{\:s)dz 
enthalten. Mithin hat man 

/A^,z)dz = ^(^,z)+/(/-i^)dz=^(.,2) + c/^^^-|-c'/^. 
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Die Grössen c und & können natflrlich in speciellen Fällen verschwinden. — Dies ist ein prin- 
cipielles Resultat Praktische Methoden zur Beduction sollen gegeben werden, wenn fUr s eine so- 
genannte Normalform eingeführt worden ist Es ist ohne weiteres ersichtlich, dass man ein Integral 
zweiter Gattung bilden kann, mit beliebigen Polen und beliebig vorgegebenen Residuen, und da man 
demselben noch ein Integral erster Gattung hinzufügen darf, so kann auch noch einer der beiden 
Periodicitätsmoduln, am Querschnitt a oder am Querschnitt ft, willkürlich angenommen werden. Ist 
dies geschehen, so bleibt nur noch eine additive Gonstante unbestimmt 

§ 90. Integrale dritter Gattung. Erheblich anders verhalten sich Integrale ff dz, wenn 
dieselben logarithmische Bestandtheüe enthalten, die nur in T* einwerthig sind. Wird eine Function im 
Punkte s^=ß/iy z^^Ofü wie A(Alg{z — aii) unendlich gross, so soll Aii das logarithmische Residuum des 
Punktes, den man logarithmischen Pol nennen kann, heissen. Um die Betrachtung zu vereinfachen, 
ziehen wir von dem Integral Xfdz ein Integral zweiter Gattung ab, welches dieselben Pole und Re- 
siduen als J'fdz besitzt, so dass die Differenz nur noch logarithmische Pole besitzt, oder wir zerlegen 
das Integral in ein Integral zweiter Gattung und in ein solches mit rein logarithmischen Polen, oder 
wir nehmen, und zwar, wie man sieht, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, an, dass Sf{fyZ)dz nur 
rein logarithmische Pole besitzt. 

Ein solches Integral lässt sich weder von den in ihm enthaltenen Parametern befreien, noch 
auch, etwa durch Absonderung von Logarithmen rationaler Functionen von s und z, durch eine im Voraus 
bestimmte Anzahl von Einzelintegralen darstellen. Die Integrale zweiter Gattung Hessen sich auf eine 
rationale Function vermehrt um ein specielles Integral zweiter Gattung und ein Integral erster Gattung 
reduciren, während hier im Allgemeinen nur eine Reduction auf eine Summe von Einzelintegralen 
möglich ist, die alle nur einen Parameter haben, deren Zahl aber im Allgemeinen der Zahl der Punkte 
Unendlich gleich ist 

Wird das Integral ffis^ z)dz in den Punkten s = ß^ ßty ^3 • • •> ßm z = a^, aj, 03 . . ., o» logarithmisch 
unendlich gross mit den Residuen AiyA^yA^'^^yAn, so ist Ai+Ai+Ai+...+An = Oy weil das Integral 
über die Berandung von T* Null ist, wie im § 88 bemerkt wurde. Einer andern Bedingung aber sind 
diese Residuen nicht unterworfen. Bildet man nun den Ausdruck 

J^ = ff{syz)dz—lgg{s,z)y 
so kann man im Allgemeinen g{s,z) nicht so einrichten, dass die Zahl der Punkte Unendlich dieses 
Ausdruckes geringer ist, als die des Integrales J*fdz. Um für lgg{s,z) eine Function zu erhalten, die 
noch mehr Constanten enthält, schreiben wir statt lffg(s,z) 

Cilgq)i{syz) + CI^Igg>2{syz) + ...+ Cnlgg>n{syz) 
und nehmen für 9)1, 9)2> •••9 9» Functionen zweiter Ordnung, die bez. in den Punkten ai, X] 02, 2; • . .; 
OnyX unendlich gross werden, und setzen ^i + ^ + *-* + ^n== 0, so dass jene Summe logarithmischer 
Functionen in dem Punkte X nicht unendlich gross wird. Die Punkte Null der Functionen 9)1, 9)2» • • •» 9» 
seien bez. yu t^] Y21 /^t • • m /«y l^f so wird die Summe der logarithmischen Functionen in den Punkten 
719/29 •••) 7» unendlich gross werden, im Punkte (i aber endlich bleiben. In der Differenz 

J*f{syz)dz — Cilg^i — C2lgg>2 — * * • — Cnigq>n 
lassen sich nun die Zahlen Ci, Ci, . . ., Cn so wählen, dass die Function in beliebig vielen der Punkte 
ai, a^y .*• ., Ofi nicht mehr unendlich wird, dafttr treten aber genau so viele neue Punkte /i, 729 • • ^ 7« ^ 
Punkte Unendlich in die Differenz ein. Bei besonderen Lagen der a können allerdings gruppenweise 
Punkte Y zusammenfallen, und so kann sich die Zahl der Punkte Unendlich vermindern, ja sie kann 
Null sein, in welchem Falle J'fdz sich vollständig durch eine solche logarithmische Summe vermehrt 
um ein Integral erster Gattung, welches wiederum in speciellen Fällen Null sein kann, darstellen lässt. 
Im Allgemeinen aber ist dies nicht möglich. 

Die grOsste Vereinfachung eines solchen Integrales dritter Gattung besteht darin, dass man 
dasselbe durch eine Summe von Integralen darsteUt, welche je von nur einem Parameter abhängen. 
Die Einzelintegrale der Summe sind alle derselben Natur, bloss der in ihnen enthaltene Parameter hat 
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fOr jedes derselben einen andern Werth. — Zunächst bilden wir ein Integral, welches in den Ponkten 
ßi*} ^ii\ ßß-^-i) ^A^+i logarithmisch unendlich wird, sonst endlich bleibt Es ist in der Form enthalten 

Der Integrand wird im Unendlichen unendlich klein zweiter Ordnung und ausser in den Ver- 
zweigungspunkten noch in den Punkten ßfji, aß\ ßfi+i^a/i^i unendlieh gross erster Ordnung. Das In- 
tegral wird demnach in den letzteren Punkten logarithmisch unendlich und bleibt sonst endlich. Ist das 
logarithmische Residuum von tv im Punkte a^ gleich A/i, so ist es im Punkte er^+i gleich — Afi. Bildet 
man nun die Summe 

Ciw{s,z] /Ji,ai; ft,««) + C2fvis,z\ ^2,aj; ßz,a^) + ... + Cn^ifv{s,z\ a^^i,ßn^i\ On^ßn), 
so sind B^j B^y •••jBn die Residuen in den Punkten ßx, a^ ; ß^, a^; . . .; ßn^ ce», wenn man 

C\Ai = Biy — CiAi + C%A% = Bij . . • , — Cn— 2^n— « + Cn—\An^\ =^ Bn—l^ — CnAn = Bn 

setzt, und es ist B^+B^ + .n.+Bn = 0, sonst aber sind die B willkttrlich. Es lassen sich daher die C 
so bestimmen, dass /V dI!fiCfifv{s,z]ßfz,afi]ß^^i,aiii+iy 



f(f(s z) — ^^f^^f^^i^>^'^ßf^y^f^'^ßf^-^hafjt+i) \ 



dz 



überall endlich und deshalb ein Integral erster Gattung u{sjz) ist. 
Zerlegt man nun weiter ^ (^^ ^; ß^^ afi; /J^+i, a^+i) 

so ist der erste Theil ein gewöhnlicher Logarithmus, die beiden andern Integrale aber sind Integrale 
dritter Gattung, die nur je von einem Parameter abhängen, der in beiden verschiedene Werthe, a^ 
bez. a^+i, hat. Diese letztern Integrale werden in zwei übereinander liegenden Punkten der 
Fläche T unendlich gross. Bezeichnet man ein solches Integral mit w (« , z; a^), so ist 

ff{s,z)dz = Birv{s,z] ai) + I}irv(s,z; «2) + • • • + Bnrv{SyZ\ «„);+ S(iE(ilg{z—aiA)'\rMu{s,z), 
worin die Z>, E und M constante Grössen sind. — So haben wir wenigstens im Princip eine Reduction 
der allgemeinen Integrale dritter Gattung auf eine Summe einfacherer, von einem Parameter abhängender 
in denen dieser Parameter yerschiedene Werthe hat; praktische Methoden fQr diese Reduction sollen 
erst gegeben werden, nachdem s eine sogenannte Normalform erhalten hat. 

Das allgemeine elliptische Integral J'fis, z)dz lässt sich nach dem rorigen und nach diesem Para- 
graphen darstellen als eine Summe einer algebraischen Function, eines Aggregates von Logarithmen, 
einem Integral erster Gattung, einem zweiter Gattung und einer Summe von Integralen dritter Gattung, 
die jedes nur von einem Parameter abhängen, der in jedem Integrale einen andern Werth hat 

§ 91. Ein aus den Periodicitätsmoduln des Integrales erster Gattung gebildetes 
Parallelogramm hat einen positiven Inhalt Setzt man in dem Doppelintegral des § 12 

SO folgt daraus / / a^\ 



J J \ dx "*" dy 



dxdy 

worin s und t die Bedeutung wie in § 12 haben, dass ds ein positives Begrenzuugselement und t seine 
Neigung gegen die a;-Achse ist Ist aber g> der reelle, itp der imaginäre Theil einer Function der com- 
plexen Veränderlichen z^=x+yij so dass 

dx~ dy' dy~ dx' aa;«"*" dy^~ ' 
ist, so schliesst man weiter 





IM 
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worin das einfache Integral positiv um die ganze Begrenzung des Integrationsgebietes zu erstrecken ist. 
Das Integrationsgebiet sei jetzt die Fläche T\ und g) + i^ sei das überall endliche Integral 

welches bei a den Periodicitätsmodul 2jri — a + ^i, bei h den Periodicitätsmodul 2 jr2 "»/ + ((» haben 
möge. Dann ist Xspd^ gleich der Summe der Integrale J^isp"^ — q>~')dtp über die Linien a und b^ wenn 
9>+ den Werth ron q> auf dem positiven, qn den auf dem 
negativen Ufer dieser Linien bedeutet Die Linie a führt 
vom negativen Ufer von b aufs positive, b vom positiven 
Ufer von a aufs negative; es ist deshalb 

(a) <a) 

W (6) 

weil das Integral über einen Querschnitt die Werthdifferenz 
des Integrales auf den beiden Ufern des andern Quer- 
schnittes, also den Periodicitätsmodul, liefert Somit folgt 

Die rechte Seite ist der Inhalt des aus den Perioden Xij x% gebildeten Parallelogrammes, und aus der 
Natur der linken Seite folgt, dass dieser positiv ist, auch der Fall, dass er Null sei, ist ausgeschlossen. 

In den Verzweigungspunkten sind allerdings die partiellen Differentialquotienten von 9) unendlich 
gross, man muss deshalb dieselben durch beliebig kleine (etwa kreisförmige) Berandungen ausschliessen. 
Es ist aber leicht erkenntlich, dass J*q>dip^ Aber diese Berandungen erstreckt, mit diesen Berandungen 
beliebig klein wird, und dass deshalb die Richtigkeit durch sie nicht gestört wird. Es hat demnach 
jTj : Xi stets einen positiv imaginären Theil, weil das Parallelogramm gleich ^absjt^. abs n^ . sin arc (pt2 : Xi) 
ist, und die Periodicitätsmoduln könne« nicht in einem rein reellen Verhältnisse stehen, können daher 
auch nicht rein imaginär sein, und es hat ixjt^ : ^1 einen negativ reellen Theil. Dabei ist die Möglich- 
keit, die Querschnitte zu wählen, unendlich gross. 

Der hier gegebene Beweis ist von Biemann. Andere Beweise findet man bei Falk, Acta mathe- 
matica Bd. 7, und bei Pringsheim, Leipziger Annalen Bd. 27. 

§ 92. Die Werthe u eines ttberall endlichen Integrales bedecken ein Parallelogramm 
in der n-Ebene ttberall einfach. Nach den über die Periodicitätsmoduln im vorigen Paragraphen 
gefundenen Sätzen lassen sich Thetafunctionen bilden, deren Modul x ^^ ixst^: Xi^ und deren Argument 
z=. — mu'.lxi ist, wo u den Werth J*{\\s)dz hat, und die untere Grenze noch beliebig ist Werden 
die Theta in dieser Weise construirt vorausgesetzt, so ist 6ti(u — e) eine in P einwerthige, überall 
endliche Function. Der Zuwachs, den lg du (u — e) erfährt, wenn ^ , z über die Begrenzung von T' ge- 
führt wird, also das Integral J^dlgO^iy, — «), ist gleich 

^^d{lgen{u^ — e) — lgen{u-—e))+ J^dilgßniu^ — e) 

es wird demnach Oaiu — e) in r einmal und nur einmal Null. Dies findet aber statt, wenn 

u^e (2jri, 2^2) 
ist, und es ist demnach u in 7^ jedem Werthe e einmal und nur einmal congruent Nimmt u den Werth e 
wirklich an, so nimmt es diesen Werth nur einmal an. Der Begrenzung von 7^, den positiven und 
negativen Ufern von a und b, entspricht daher in der u-Ebene eine geschlossene knotenlose Linie, die^ 
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weil sieh die Werthe von u in gegenüberliegenden Punkten der beiden Ufer der Querschnitte o, 6 um 
constante Grössen unterscheiden, aus zwei Paaren paralleler Stücke besteht und deshalb ein Parallelo- 
gramm genannt werden darf, wobei die parallelen Begrenzungsstücke freilich im Allgemeinen krumme 
Linien sein werden. Das Innere des Parallelogrammes ist ein einfach zusammenhängendes (rebiet 
Jeden Werth u^ im Innern desselben nimmt u einmal und nur einmal in P an. Denn u ist in T' dem 
Werthe uq nach dem eben bewiesenen Satze sicher einmal und nur einmal oongruent Wegen der 
Stetigkeit aber ist dieser congruente Werth t^ selbst Verbindet man den Werth ^o» ^y fEtr welchen 
u in T* congruent t/o ist, durch eine Linie mit der Begrenzung, so muss u, wenn man z vom Ausgangs- 
punkte jener Linie auf der Begrenzung nach sqj zq längs dieser Linie hinführt, in der u-£bene einen 
Weg beschreiben, der ins Innere des Parallelogrammes führt, wegen der Winkeltreue der Abbildung, 
und dieser Weg kann nicht über die Begrenzung weg aus dem Parallelogramme herausfahren, weil u 
keinen Werth zweimal annimmt 

§ 93. Wahl einer Normalform für s. Die Aufgabe, Functionen von s und z als Functionen 
von u darzustellen, nennt man das Umkehrproblem. Es steht nichts im Wege, für die Lösung desselben 
die Lage der Verzweigungspunkte allgemein zu lassen, und es ist leicht nachzuweisen, dass die Theta- 
funktionen mit den vier Charakteristiken, wenn u(0,Ari) := ist, den Functionen 

\/z — ki, \/z — k2j \lz — k^, ]/z — ki 
proportional sind. Diese Quotienten sind in P einwerthig und unterscheiden sich zu beiden Seiten des 
einen oder des andern Querschnittes, oder beider, durchs Vorzeichen. In der Theorie der ultraelliptischen 
Functionen ist es sogar rathsam, die Lage der Verzweigungspunkte gänzlich willkürlich zu lassen; bei 
den elliptischen Functionen aber, wo es gelingt, den Bereich j, z von nur einem Parameter abhängig 
zu machen, ist die Specialisirung der Lagen der Verzweigungspunkte nicht blos traditionell, sondern sie 
macht doch auch manche Formeln übersichtlicher. Will man Tafeln zur Berechnung von u aufstellen, 
wie solche durch Legendre wirklich vorhanden sind, so ist es eine gebieterische Nothwendigkeit, die 
Eingänge derselben auf eine möglichst geringe Zahl zu reduciren, und in solchem Falle ist die Beduction 
auf eine Special- oder Normalform unumgänglich. — Die Nor malform, welche du rch Legendre in Ge- 
brauch gebra cht ist, und die J acobi adoptirt hat, ist die s = l/(l — z'^){\ — k^z'^). Mit ihr hängt eine 
andere s -« l/^(l — e)(l — xz) so nahe zusammen, dass sie immerfort neben ihr gebraucht werden kann, 
was in vieler Beziehung sehr nützlich ist Wir wollen die Legendre'sche Form die Normalform I, die 
andere die Normalform U nennen. Die Grösse k pflegt der Modul der Legendre'schen Form und der 
elliptischen Functionen genannt zu werden, in der Form II würde x der Modul sein. Es wäre in 
mancher Hinsicht bequemer, A:^ den Modul 2u nennen, doch wollen wir vom Sprachgebrauche nicht 
abweichen. 

Herr Weierstrass bedient sich einer andern Form als Normalform, nämlich der Form 

Durch Wahl dieser Normalform wird die Analogie der elliptischen Functionen mit den trigonometrischen 
Functionen, was wohl für die Jacobi'sche Terminologie massgebend gewesen ist, aufgehoben« Femer 
sind die elliptischen Functionen, welche durch die Umkehrung z=p(u) des Integrales*) 

w «= /(l : l/(4z» — g^z—g^)) dz 
ausgedrückt werden, Functionen dreier Grössen, der Variabein z und der Invarianten g^ und g^. Die 
Gründe, welche Herrn Weierstrass zur Wahl dieser Normalform gebracht haben, dürften die in der An- 
merkung auf Seite 76 erwähnten sein. Diese Form ist jedoch keineswegs bei der Majorität der Mathe- 
matiker durchgedrungen, nicht einmal in Berlin, wie ein Blick in die Monatsberichte der Academie bis 
heute lehrt Hier wird die Bezeichnung Jacobi's, der mit Abel als der eigentliche Schöpfer der Theorie 

*) Für den Bachstaben p, wenn er die besprochene Function bedentet, ist ein besonderes Zeiohen für erforderlieh 
erachtet worden, ein etwas geschnörkeltes p. Ob der graphischen Modification dieses p eine phonetische parallel läuft, 
ist mir nicht bekannt geworden. 
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der elliptiBchen FuDctionen anzusehen ist, beibehalten. Was jedoch über die Function p(u) theils schon 
beigebracht ist, theils noch beigebracht werden wird, kann wohl eine genügende Einsicht in ihre 
Natur geben. 

§ 94. Beduction des Bereiches s, z auf den Normalbereich II. Wir ersetzen nun den 

Bereicli *, z; * = ]/{z — ki){z — k2) (z — Ars) ( z — ki) durch einen ihm congruenten, indem wir für z durch 
eine lineare Beziehung eine neue Orundgrösse g einführen, für welche die Verzweigungsstellen der ad- 
jungirten Irrationalität a auf die Punkte 0, 1, 1 : x, oc fallen. Wir machen die Substitution 

z=4_(a + |9£):(7 + d£), ^ = —{a + rz):(ß + dz), a + ß^ + yz + ö^ = 0. 
Durch diese Substitution geht $ in die Form 

Über. Soll aber die linke Seite für g = 0, g = 1, g = 1 : x, £ = oc verschwinden, soll der Ausdruck unter 
dem Wurzelzeichen die Form g(l — g) (1 — xg) erhalten, so muss für g = z = ki, für g = 1 z = k%^ für 
g = l;x z = kzy für g=oc z = k4 sein. Setzt man diese Werthe in a + /9g+yz + dgz = ein, so 
fliessen daraus die Gleichungen 

a + Yki = Oy a + ß + Yk2 + 6k2 = 0, ax + ß+Yxkz + 6k^ = 0, ß + dk^ = 0, 
die nur mit einander rerträglich sind, wenn ihre Determinante, also die Grösse 

X (^3^4 — ^2^3 — ^1^4 + ^l^i) + (^3 — ^4) (^2 — ^l) 

Tcrschwindet, so dass x nicht willkürlich gewählt werden kann, sondern den Werth haben muss 

kl — /f2 kz — ki kl — k^ kl — k^ 

^i — /ts" k2 — ki k^ — /f4 ' ^3 — ki' 

Diese Grösse ist das aus der Geometrie bekannte Doppelverhältniss der vier Punkte /ci, Atj, k^^ A:«, und 

ist eine Inyariante, allerdings eine irrationale, denn sie kann durch Vertauschung der Punkte A:i, k^^ Ars, Ar« 

sechs verschiedene Werthe annehmen. Es giebt im Ganzen vierundzwanzig solcher Vertauschungen« 

Vertauscht man erst zwei k mit einander, dann die beiden andern, so bleibt das Doppelverhältniss un- 

geändert Daraus folgt, dass das Doppelverhältniss nur sechs verschiedene Werthe annehmen kann. 

Diese sind aber auch wirklich im Allgemeinen alle sechs von einander verschieden, es sind nämlieh 

die Werthe 

X, l:x, x' = l — X, l:x'=l:(l — x), — x:x' = x:(x — 1), — x':x = (x — l):x. 

Von diesen sind drei |dem absoluten Betrage nach kleiner oder gleich Eins, drei grösser oder gleich 

Eins« Ist X reell, so sind alle sechs reell, vier unter ihnen sind positiv, und von diesen zwei kleiner 

als Eins. Ist x«» — 1, so giebt es nur drei Werthe des Doppelverhältnisses, nämlich — 1, 2, 1:2« 

Ist X und sind die k reell, so ergeben sich für die SubstitutionscoefBcienten o, /}, 7, 6, für welche die 

Gleichungen ja linear sind, ebenfalls reelle Werthe, und es durchläuft demnach g reelle Werthe, wenn 

z reelle Werthe durchläuft 

Die lineare Substitution, graphisch gedeutet, hat die Eigenschaft, jeden Kreis oder jede Gerade 

wieder in einen Kreis oder eine Gerade zu verwandeln, wenn der Nullpunkt des Nenners in 

Z=—{a + yz):{ß+dz\ 

der Abbildungspol der z-Ebene genannt, auf der Kreisperipherie (oder der Geraden) liegt Die Figur 

des Kreises, wenn eine Gerade als Kreis mit unendlich grossem Badius mit zu den Kreisen gerechnet 

wird, ist also eine Invariante gegenüber der linearen Substitution; man kann daher nicht durch eine 

solche Substitution bewirken, dass die Punkte 0, 1, l:x, oo auf einer Geraden liegen, oder, was dasselbe 

ist, dass X reell wird, wenn nicht die vier Punkte ku k^^ Ars, k^ ein Kreisviereck bilden oder selbst auf 

einer Geraden liegen. In den Anwendungen der elliptischen Functionen sind die Werthe Art • • • ^4 nieist 

entweder reell oder paarweise coi\jugirt imaginär. Sind alle vier Punkte reell, oder bilden sie zwei 

Paare cosjugirt imaginärer Werthe, so liegen sie immer auf einem Kreisviereck; ist nur ein Paar con- 

jugirt imaginär, so liegen sie nur in speciellen Fällen auf einem Kreise. Da im Falle complexer k die 

Substitutionscoef&cienten complex werden, was für die Anwendung meist unbequem ist, so wird die hier 

gegebene Beduction hauptsächlich für reelle Ati . . . A:4 angewandt und ergiebt die Gleichungen 

Thomae, Theiafnnotlonen. 8. Äafl. 14 
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x = (*3 — Ar2)(Ar4— ArO:(Ä3 — /ci)(^4 — ^2), ^'=(^2 — ^i)(^4-^3):(A:3-A:0(A:4 — ^^^ 
Hat s selbst schon einen Yerzweigongspunkt im Unendlichen, und sind Art, Atj, k% die andern, so führt 
die Substitution z — li),^==^ (Ar^ — Ari)£, im Falle reeller k auf reellem Wege zum Ziele. 

§ 95. Beduction auf die Normalform I. Statt von den Verzweignngspunkten drei auf im 
voraus bestimmte Werthe fallen zu lassen (0, 1, 00), können wir mit Legendre auch nu{ zwei auf solche 
bestimmte Punkte (+1, — 1) fallen lassen und fordern, dass die beiden andern sich nur durch das 
Vorzeichen unterscheiden, auf \\k und — \\k fallen. Indem wir dies wieder durch die bilineare 
Gleichung a+Z^g+zz + c^S^^^O zu erreichen suchen, gewinnen wir für die Substitutionscoefifidenten 
die vier Gleichungen 
a + i5+r*i + <J*i — 0, a — /J + yÄTa — rfA:2 = 0, aÄ: + /9 + yA:A:s + dAs = 0, ak — ^-^-ykk^ — dk^^^, 

Fttr k ergiebt die Nothwendigkeit des Verschwindens der Determinante dieser Gleichungen 
die Bedingung 

äH^3 — *i)(Ari — Afa) + ((/:i + A2— ^3 — Ar4)2 — (/fi — Ä2)^ — (Ars - A4)2)/r + (^3 — **) (^ 
welche für k zwei einander reciproke Werthe ergiebt, so dass absk^\ angenommen werden kann. 

Hier sind wieder vierundzwanzig Vertauschungen der Ati, k<i^ k^j k^ möglich. Die verschiedenen Moduln, 

die sich bei allen möglichen Vertauschungen ergeben, sind diesmal 

j.* j.i +/'izd^Y +ß±^Y +/' ^-'V* Y +(i±2]/ly 
±*' ±*' =*=W+i/*r ^\\-\/kj' '^\i+i\/k)' ^\i-i]/k)- 

Soll k reell sein, sollen also die Punkte 1, — 1» 1 : Ar, — l:k auf einer Geraden liegen, so müssen 
Ai . . . kj^, wie im vorigen Paragraphen erörtert wurde, ein Ereisviereck bilden. Sind die gegebenen 
vier Verzweigungspunkte reell, so ordnen wir die Indices so, dass k^, k^ nicht zwischen k^ und k^ liegen. 
Suchen wir zu den beiden über ki k^ und k^ k^ als Durchmesser geschlagenen Kreisen die Aehnlichkeita- 
punkte, und machen den einen zum Abbildungspol einer linearen Abbildung, so werden die Bilder 
dieser beiden Kreise concentrisch, und die den Punkten k entsprechenden Punkte Xu /I27 hy ^a sii^d reell 
und liegen zu einem reellen Punkte, den man zum Coordinatenanfang machen kann, symmetrisch, und es 
bedarf nur noch einer passenden Wahl des Massstabes, um zwei davon auf die Stellen ± 1 zu werfen. 
Man erkennt so, dass es möglich ist, durch eine reelle Substitution die Irrationalität in die Legendre- 
sche Normalform mit reellem Modul zu bringen, was auch leicht algebraisch nachweisbar ist 

§ 96. Der Fall zweier Paare conjugirt complexer Verzweigungswerthe. Sind Ati, Ar^, 
A:3, k^ zweimal paarweise conjugirt imaginär, so kann man durch lineare reelle Substitution f&r z nicht 
bewirken, dass die adjungirte Grösse s in Bezug auf die neue Veränderliche die vier Verzweigungs- 
stellen ±1, ± 1 : A: erhalte, wo k reell ist. Wir legen in diesem Falle durch die vier Verzweigungs- 
punkte einen Kreis, welcher die reelle Achse in den Punkten /i und v trifft 
Bilden wir nun durch die Substitution g — (^(z — fi) -(z — v) die z -Ebene in die 
g-Ebene ab, so fallen die BUdpunkte der A:i . . . A:4 auf die imaginäre Achse der 
^-Ebene, und es lässt sich noch C reell so bestimmen, dass zwei der Bildpunkte 
auf ± i fallen. Es geht dann s in einen Ausdruck der Form 

multiplicirt mit einem in g rationalen Factor über, wo A < 1 vorausgesetzt werden 

darf. Will man nun die imaginäre Achse der g-Ebene durch eine lineare Abbildung auf die reelle Achse 

drehen, so muss man £ «— iff setzen, also einen imaginären Substitutionscoefficienten zulassen. Um aber 

auf reellem Wege dem Differential ^:l/(l + 0(l + A^S^) die Legendre'sche Normalform zu geben, setze 

man g = g':l/l — g'^^ so erhält man die Gleichung 




§§ 97—98] 107 



Die Differentialgleichung dz:du = ]/{\ + z^) (1 + k^^^) wird durch die elliptische Function z — r^ a (m, ^0 
befriedigt« 

§ 97. Der Fall eines Paares conjugirt complexer Verzweigungswerthe. Es seien 
*!, Atj reelle Grössen, und Ars, k^ conjugirt imaginär. So setzen wir 

z' = z-kr.z—k^, z = {z% — k,):{z''-\), s — s':{z, — \)\ ^ = l/2'(z'«— 2p^'+^2), 
wo q^>p^ hty wenn k^yk^ complex sind. Dieser Ausdruck geht durch die Substitution 

z' = g(l-g):(l + g) 

in die Form über *' = ^ \/2(q —p) . 1/(1 — g2)(i_Ä2g2) : (1 + g)2, k^^ip+g): (p— ^). Dabei hat k^ einen 
reellen negativen Werth. — Die Legendre'schen Tafeln erfordern ftir k^ einen positiven Werth, zu 
welchem man durch eine Substitution zweiter Ordnung 

gelangen kann. 

Man kann unter allen Umständen durch eine lineare, wenn auch nicht immer reelle, Substitution 
bewirken, dass die Grundgrösse s des Bereiches s^ z die Form 

(I.) ]/{\--z^){l — k^z^) oder (IL) \/2{\—z){l^xz) 
gewinnt. Die Functionen des Bereiches (IL) lassen sich in Functionen des Bereiches (I.) transformiren, wie 
man erkennt, wenn man im Bereich (IL) z durch z^ und s durch s:z, x durch k^ ersetzt; und die Inte- 
gration einer Function des Bereiches (I.) lässt sich, was man bei den einfachen Integralen erster, zweiter 
und dritter Gattung erkennen wird, auf die Integration einer Function des Bereiches (IL) zurückführen, und 
es konnte deshalb gentigen, wenn den weiteren Untersuchungen der Bereich (IL) zu Grunde gelegt 
würde. In den Anwendungen der elliptischen Functionen ist es von Interesse, dass k reell, und dass 
auch dz : s reell sei. Indessen auch rein imaginäre k (negative x) und rein imaginäre u bieten den 
Rechnungen meist kein erhebliches Hinderniss. Für alle in der Praxis vorkommenden Fälle Kegeln 
zu geben, welche Substitutionen die besten sind, würde zu einer grossen Zahl von Specialbetrachtungen 
führen, und es ist nicht leicht, dabei erschöpfend zu sein, weshalb wir von weiterem Eingehen auf 
diesen Gegenstand absehen. Es trifft sich oft, dass das Problem selbst auf die beste Transformation 
führt oder gleich von vornherein eine solche Wahl der Veränderlichen zulässt, die für die Berechnung 
bequem ist Wir nehmen im Folgenden an, dass die Grundgrösse s des Bereiches s, z in der Normal- 
form (IL) oder (I.) gegeben sei. 

§ 98. Reduction des IntegT&leB J*f{s,z)dz, wenn s'=^]/z(i — z)(l — xz) ist Die Function 
f{Sf z) lässt sich, wie im § 79 gezeigt, auf die Form bringen 

f{s,z) = {G,(z)+G^(z)s):G^{z) — G,{z):G^(z) + s^G^(^z):sG^(z), 
worin 6^^, G^, G^, s^G^ ganze Functionen von z sind. Die Integration J(Gi:G^)dz führt auf rationale 
Functionen und Logarithmen und wird als erledigt angesehen. Den Ausdruck s^G%:G^ aber zerlegt 
man in Partialbrüche und erhält so eine Summe von Integralen der beiden Formen 



/ z^rfz r dz 



wo V eine ganze Zahl ist Diese Integrale lassen sich aber, wie wir aus §§ 89 und 90 principiell schon 
wissen, noch weiter vereinfachen. Differenziren wir den Ausdruck z^$ nach z, wo v auch eine ne- 
gative ganze Zahl sein darf, so erhalten wir 

£f2^^_(z^+2(3 + 2i;)x — z''+H2 + 2i;)(l + jc) + z^(2i; + l))<fz:2*, 
woraus sich, wenn wir zur Abkürzung \f{z^ : s) ds mit h bezeichnen, die Recursionsformel ergiebt 

(2i; + 3)xA;+2 — (2i; + 2)(l + x)A+i + (2r + l)/v«=z^*. 
Für >; = 0, 1, 2, — 1, — 2 ergeben sich hieraus bez. die Formeln 

14* 



108 [6 98 






+ 
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worin Jt< eine Abkürzung ist f&r \dz\s. Für ein beliebiges positives v aber erhält man einen Aus- 
druek von der Form 

fz^^^du = ^(0,^4.12;*' + avz*^-^ + . . . + «2^ + öl) + a^pcfzäu — a^fäu , 
und es lassen sieh die a durch Näherungswerthe eines Eettenbruehes darstellen, in welcher Beziehung 
man einen Aufsatz von mir in Crelle's Journal Bd. 81 vergleichen mag. — Es lässt sich also, gleichviel 
ob V positiv oder negativ ist, J^z^du durch das überall endliche Integral u und das Integral erster 
Gattung JzdUy oder, wenn man lieber will, das Integral erster Gattung fz'-^du ausdrücken. Die 
beiden Integrale \J\z : i) dz und \Siy : zs) dz sind aber einfachste Integrale erster Gattung, weil das 
eine nur in dem unendlich fernen Verzweigungspunkte, das andere im Yerzweigungspunkte z «= der 
Fläche T unendlich gross erster Ordnung (im Bereiche ^, z) wird. 

Differenzirt man den Ausdruck (z — a)~'*'+^^ nach z, nachdem s'^ in den Ausdruck 
a(l — a)(l — xa) + (z— a)(l — 2(l + x)a + 3aca2) + (z — a)2(3sßa — 1— x) + x(z — a)3 

= g{a)-V(,z — a)g\a)^\g^\a){z — ay^^x{z — a)^ 

umgeordnet ist, so findet man 

d(z— ay-^j ^ (z — fl)3 (5 — 2y) + (z — 0)2(^ — 2)^^^(6?) + (z — a)(3 — 2a;)/(a) + (2 — 2y)^(a) 

dz 2s{z — af 

Durch Integration erhält man die im Bezug auf das Integral viergliedrige Becursionsformel 

,(i_,),(«)y'_^_+(3-2.),'(«)y*--^+(.-2)^(«)^ 



+ (5-2i.)x f—^ '- , 



welche dreigliedrig wird, sobald a auf einen der Werthe 0, 1, l:x fällt. In den letzten drei Fällen lässt 
sich durch Anwendung dieser Becursionsformel das Integral durch eine rationale Function von s und z, 
durch das Integral J'du und bez. eins der Integrale 

also durch Integrale erster und zweiter Gattung darstellen. Jedes dieser drei Integrale lässt sich durch 
dieselbe Becursionsformel durch J*zdu darstellen, wir halten jedoch eine solche Darstellung für über- 
flüssig, weil die vier in einem Verzweigungspunkte unendlich gross werdenden Integrale erster Gattung 
völlig gleichberechtigt sind. 

Fällt aber a nicht auf einen Verzweigungspunkt, so ist die Becursionsformel so oft anzuwenden, 
bis V — 3 den Werth — 1 erhält, und es wird dann das Integral in die Form gebracht 

also durch eine rationale Function E (5, z) des Bereiches Sy z, durch ein Integral erster, ein Integral 
zweiter und ein einfaches, nur in zwei übereinander liegenden Punkten von T logarithmisch unendlich 
gross werdendes Integral dritter Gattung ausgedrückt. 
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§99. Reduction des Integrales ff{s,z)dz^ wenn ^ — [/(l — r«) (1 — kH'^) ist. Es ist 
leieht, die Reduction für diesen Fall auf die des vorigen Paragraphen zurQckzafflhren. Wird 

/•(*, z)=R {z) + H{z) :sG{z) 
gesetzt, wo R eine rationale Function von z, B^ G aber ganze Functionen sind, so ist J*Rdz nicht 
weiter zu untersuchen, weil die Integration auf rationale Functionen und Logarithmen f&hrt. Ftlr 
H{z):sG{z) aber schreiben wir H{z)G{'-z)\sG{z)G{—z) = L{z'^) + zM{z'^)\sN{z^)^ wo Z, M und 
N^=^G{z) .G{ — z) ganze Functionen von z^ sind. 

Zur Integration dieses Theil es ftihren w ir eine neue Variabele durch die Gleichung z^^g, 
2ztf2: = d£ ein, so wird (wenn of = l/g(l — £)(1— x£) ist) 

rX(z^) + z^(z^) , A(g)tfS, , f M{Qd^ 

j Mz^)s »y m <^ ^ V ^(öi/a-ö(i-Ä^£)' 

und es kann das zweite Integral durch rationale Functionen von g und a, also auch von s und z, und 
durch Logarithmen (cyklometrische Functionen) nach bekannten Regeln der Integralrechnung aus- 
gefllhrt werden, es erübrigt nur, das Integral 

Am: HO) du 
(ßu s= ^ jg : a) zu reduciren. Die Reduction dieses Integrales auf rationale und logarithmische Functionen 
von und g, also auch von s und z, und auf die Integrale 

J '^ J '' J ^ J ' ' J (s-«)*» J (-^-«)* 

ist aus dem vorigen Paragraphen bekannt. — Dies sind die Legendre'schen Normalformen für die In* 
tegrale erster, zweiter und dritter Gattung. Sie entsprechen im Grunde nicht den von uns aufgestellten 
Forderungen grösster Einfachheit, denn das Integral zweiter Gattung wird nicht in einem Verzweigungs- 
punkte, sondern im unendlich fernen Punkte der Fläche V unendlich gross erster Ordnung (in der Eni- 
Wickelung des Integranden nach absteigenden Potenzen von z, die mit einer Gonstanten beginnt, fehlt 
die — Ite Potenz), und das Integral dritter Gattung wird nicht nur in zwei Punkten, sondern in vier 
in der Fläche T paarweise über z = + ^/ä und z = — \fä übereinander liegenden Punkten logarithmisch 
unendlich. Dass man gerade auf diese Formen gekommen ist, beweist, dass die Normalform (IL) ge- 
wissermassen unbewusst bei ihrer Aufstellung massgebend gewesen ist. 

§ 100. Bedeutung der Thetafunctionen für die Integrale des Bereiches ^, z. Mit 
Hilfe der Thetafunctionen gelingt es, die Integrale erster Gattung eindeutig umzukehren, d. h. die obere 
Grenze des Integrales oder eine Function derselben durch den Werth des Integrales selbst eindeutig 
auszudrücken. Dies wird noch weiter ausgeführt werden, es kann aber sogleich darauf hingewiesen 
werden, dass die durch Thetaquotienten dargestellten Functionen sau^ sa^u Differentialgleichungen be- 
friedigen (siehe § 42 und § 56), die, in Integralform geschrieben, unmittelbar auf die Integrale erster 
Gattung führen. 

Das Integral 

nimmt in der Fläche T jeden Werth u im Innern eines gewissen, im Allgemeinen krummlinigen 
Parallelogrammes einmal und nur einmal an. Ueberschreitet aber die Variabele einen Querschnitt 
von Ty während u stetig fortgesetzt wird, und bleibt nun wieder in T% so ergeben sich für u Werthe 
die wieder in einem dem ersten congruenten Parallelogramm liegen, welches mit dem ersten die jenem 
Querschnitte entsprechende Seite gemein hat, ihm benachbart ist Wird die Variabele auch über den 
andern Querschnitt geführt, oder über beide beliebig oft und in jeder Richtung, so erhält man mehr 
und mehr Parallelogramme, welche die u-£bene lückenlos bedecken, und so kann u auch über alle 
Grenzen wachsen, nämlich dadurch, dass 0, g unendlich oft über die Querschnitte geführt wird. Der 
Name „überall endliches Integral^ bezieht sich demnach auf Ty nicht auf T. Einem Punkte in Tj der 
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f&r die obere Grenze in u genommen wird, entsprechen also unendlich viele Werthe der tt-Ebene, die 
einander nach den Periodicitätsmodnln 2xiy 2x2 congment Bind, umgekehrt aber entspricht einem Werthe 
Yon u nur ein einziger Punkt in J, und ob sind demnach die in T einwerthigen Functionen einwerthige 
Functionen Ton u, und ebenso die Integrale zweiter Gattung, die sich durch Thetafunctionen ausdrfleken 
lassen werden. Die Integrale dritter Gattung aber lassen sich, wie sich zeigen wird, durch Logarithmen 
einwerthiger Functionen yon u mit Hilfe der Thetafunctionen ausdrfleken. Diese Darstellungen liefern 
wegen der Torzflglichen Convergenz der Thetareihen auch geeignete Hilfsmittel zur numerischen Aus- 
werthung dieser Integrale, theoretisch aber ist es von Yortheil, dass diese Gebilde eben als einwerthige 
Functionen oder Logarithmen einwerthiger Functionen dargestellt werden. 

Kann man nun aber sich nicht die Aufgabe steilen, auch die Integrale zweiter und dritter Gattung 
umzukehren? Die Untersuchung der Umkehrung solcher Integrale ist deshalb schwieriger, weil sie 
nicht mehr eindeutig ist Es sei 

(g-ft)tfg dt_ e-ft 



-/( 



(£-«)l/S(l-g)(l-*S)' '^S (£-a)l/g(l-g)(l-«g)' 
SO ist t ein Integral zweiter, oder, wenn a nicht 0, 1 oder 1 : x ist, ein Integral dritter Gattung, dessen 
Differentialquotient an den beiden Aber g = fr liegenden Punkten der Fläche T verschwindet Entwickelt 
man / nach Potenzen von g — 6, so folgt 

t =<!, + , + 0,(5—6)2 + 03(5 — &)» + ..., 

u nd es is t g — b nicht nach Potenzen von t — a^ entwickelbar, sondern (vergl. § 28) nach Potenzen von 
l/(^ — Oo); 08 ist also g als Function Ton t in der Umgebung des Punktes oq zweiwerthig, die Werthe 
von t bedecken die Umgebung des Punktes Oo doppelt, woraus sich eben ergiebt, dass die Function g 
keine eindeutige Function von t ist Hierdurch wird das Umkehrproblem fflr solche Integrale erheblich 
erschwert Die über diesen Gegenstand bisher bekannt gemachten Untersuchungen können hier keinen 
Platz finden, es möge auf eine Arbeit von Casorati, Acta mathematica Bd. 8, verwiesen werden. 

Wir treffen für das Folgende die Bestimmung, dass s, z sich auf den Bereich der Legendre- 
schen Normalform, auf den Bereich (I.), c, g sich auf den Bereich (IL) beziehe, und dass u{SfZ)=^ 
/(l :s)dz - u{0,O - i-f{l : (J)rfg, x = k^ sei. 

§ 101. Umkehrung des Integrales erster Gattung. Die zum Bereich (IL), zu o, g, ge- 
hörende Riemann'sche Fläche bedeckt die g-Ebene doppelt Eine Durchsetzungslinie geht von bis ins 
Unendliche längs der negativ reellen Achse, die zweite ist die gerade Verbindungslinie des Punktes 1 
mit dem Punkte 1 : x. Der Fall, dass x eine negativ reelle Zahl ist, würde eine Modification eribrdem, 




oo 



auf die hier keine Bücksicht genommen werden soll, da keine principiellen Schwierigkeiten vorhanden 
sind. Den Querschnitt a ziehen wir im untern Blatte (in der Richtung des Pfeiles), wir können den- 
selben beliebig nahe (unendlich nahe) an die Durchsetzungslinie 1 . . . 1 : x herantreten lassen. Der 
Querschnitt b führt vom positiven Ufer von a um den Punkt 1 : x herum ins obere Blatt, um den un- 
endlich fernen Yerzweigungspunkt ins untere Blatt zu dem dem Anfangspunkte auf dem negativen 
Ufer von a gegenüberliegenden Punkte zurück. Ist x reell und kleiner als Eins, so können sich die 
Theile desselben im obem und untern Blatte beliebig nahe an die reelle Achse ansch m iegen, i n jedem 
Falle aber können diese beiden Theile in T übereinander liegen. Die Grössen \/l — g, ^/l — «g werden 
im obem Blatte von T so bestimmt, dass sie für g = den Werth Eins erhalten, (/g aber so, dass die 
Wurzel im obem Blatte für reelle g > 1 positiv ist Dadurch ist die Zuordnung von ö zu den Blättern 
von T völlig bestimmt Der Periodicitätsmodul von u bei a sei 2^i oder 2A^, bei b aber 2^2 oder 2ii^, 
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und u sei gleich Null f&r g «» 0. Vom Punkte gelangt man in V zum Punkte 1 nur im obern Blatte. 
Integrirt man \S^'*^^^ ^^^ Verzweigungspunkte 1 (auf dem negativen Ufer von a) bis zu 1 (auf 
dem positiren Ufer Ton a) über einen Weg, der im untern Blatte beginnt, um den Punkt herum ins 
obere Blatt führt, so kann man die Wegtheile in den verschiedenen Blättern einander congruent an- 
nehmen, so dass die Integrationselemente gleich sind, und dass man also das Doppelte des im obern 
Blatte von bis 1 geradlinig erstreckten Integrals erhält. Dies Integral ist aber die Grösse, um welche 
u auf dem positiven Ufer grösser als auf dem negativen ist, und es ist demnach*) 



worin der letzte Ausdruck die bekannte Gauss'sche oder hypergeometrische Beihe bedeutet, die man 
erhält, wenn man unter dem Integralzeichen (1 — xd)'^^ nach Potenzen von x, entwickelt, und die 
Goefficienten als Euler'sche Integrale erster Art durch Facultäten darstellt. Dass das Integral tlber h 
das Doppelte dieses Ausdruckes negativ genommen liefert, folgt aus dem Cauchy'schen Satze. Es ist 
also in T' ti(0, l)»»ir=:7r|. Ist jc reell und kleiner als Eins, so ist c bei dieser Integration positiv* 

Das Integral über den Querschnitt a, der vom negativen Ufer von h . aufs positive fuhrt, ist 
2jr2 oder 2tj^. Dasselbe ist das Doppelte desjenigen Integrales, welches im untern Blatte auf dem ne- 
gativen Ufer der Durchsetzungslinie von 1 bis 1 : 9c erstreckt wird, weil sich der Integrationsweg in zwei 
Strecken zerlegt, in denen c entgegengesetzte, dC^ entgegengesetzte, und also die Integrationselemente 
gleiche Werthe haben. Für das negative Ufer der Durehsetzungslinie im untern Blatte kann auch das 
positive (obere) Ufer im oberen Blatte als Integrationsweg genommen werden. Es ist demnach in T 
(auf dem positiven Ufer von d) 

^ = tt(0,l:x) — m(0,1)= jr2 = tX', -f / ^ = u{0,\:x) = E+iX'. 

Ftlr ein reelles x kleiner als Eins ist ö bei der Integration negativ imaginär, und daher iK^ positiv 
imaginär. Durch die Substitution xg -|- x%' = 1, x + xf^^l ergiebt sich 

; i/g(i-g)o-x£) ^ i/g'(i-soa-^'eo 

Das über h erstreckte Integral hat den Werth — 2Ky und da der Integrationsweg wiederum aus 
zwei in T übereinander liegenden Theilen besteht, in deren correspondirenden Punkten das Integrations- 
element denselben Werth hat, so ist es gleich dem im oberen Blatte von 1 : x bis oo erstreckten Integrale 
\f{\ic)dC,. (Für reelle x<l ist dort c negativ.) Es hat deshalb tt(ö,£) im Punkte Unendlich 
in T (auf dem positiven Ufer von h) den Werth K+xK' — Är= iK* =^x^. Die Auswerthung des In- 
tegrales -tS^^'^)^Z zwischen \\x und oo liesse sich auch durch die Substitution g=l:x£' bewerk- 
stelligen. 

Sind nun Ö(m), 6oi(w) w. s. w. Thetafunctionen, deren Modul r = i^^j:jri = — jrJSr':Ar, und 
deren Variabele u das überall endliche Integral u (d, g) ist, so sind die Quotienten 

öii(t*):öoi(w), öioW:öoi(w), «(w):öoi(«) 
in P^ ihre Quadrate aber in T einwerthige Functionen. Diese Quadrate werden in dem unendlich fernen 

Verzweigungspunkte von T unendlich gross zweiter Ordnung (weil nach § 92 eine Thetafunction da, 

wo sie in T verschwindet, unendlich klein erster Ordnung wird), also unendlich gross wie g. Das Quadrat 

des ersten Quotienten verschwindet im Punkte 0, das des zweiten im Punkte Eins, des dritten im Punkte 

l:x in der zweiten Ordnung, und folglich sind diese Quadrate den Grössen g, 1 — g, 1 — xg, die Quo- 

*) Die Reihe F convergirt nur so lange ähsx-^X ist. Für andere Werthe von x bez. x* sind die analytischen 
Fortsetrongen der durch sie definirten Fnnctionen zu setzen. — Da sich die Querschnitte an t, 1 : x, oo unendlich nahe 
anschmiegen, so kann man von einem Punkte 1 (u. s. w.) auf dem positiven und negativen Ufer von a sprechen. 
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tienten selbst den Functionen |/^, \/\ — g, l/l — x£ proportional. Ftlr w = l', g = 1 oder w = 0, g = 
ergeben sieh die constanten Factoren, und man hat 



l/g = ^aM, l/l — £ — cfltt, l/l — aeg = dät<. 
Dividirt man /g durch i< und geht zur Grenze Null über, so erhält man den Werth 1. Es sind deshalb 
die Perioden 2j^, 2iK^ solche, wie sie der § 55 vorschreibt 

Eine einwerthige Function von 0, g lässt sich als Quotient zweier Thetafunctionen mit dem 
Modul r = ij€J€2:yti nicht darstellen, wohl aber durch Quadrate oder Producte solcher Quotienten. 
Hingegen sind zweiwerthige Functionen, die sich zu beiden Seiten der Querschnitte um Factoren ± 1 
unterscheiden, wie eben gezeigt, wohl darstellbar. 

§ 102. Umkehrung des tiberall endlichen Integrales im Bereiche I. Eine Zeichnung 
der wie s, z verzweigten Fläche T und ihrer Zerlegung in die einfach zusammenhängende 2^ findet sich 
für reelle Ar < 1 in der . angehängten Tafel unten rechts, ffir ein rein imaginäres k auf Seite 73, in der 
nur etwa die krummen Durchsetzungslinien di, ^ durch gerade ersetzt werden könnten. Wflrde man 
die Function u{s,z)j die im obem Blatte fttr z = 0, ^ = 1 verschwindet, durch ^Functionen umkehren, 
deren Modul r der mit ix multiplicirte Quotient der Periodicitätsmoduln bei b und bei a, und deren 
Argument u{s,z) wäre, so wtirde die Methode des vorigen Paragraphen ergeben, dass die Thetaquotienten 
den Quotienten der zweiwerthigen Functionen 

1/1—2, 1/1 + 2, \/l^^kzy \/Y+E 
proportional sind. Man kann jedoch in diesem Falle mittels ^-Functionen, deren Modul r der mit ix 
multiplicirte Quotient des Periodicitätsmoduls bei b dividirt durch den halben Periodicitätsmodul bei a 
ist, die im Bezug auf die Periodicitätsmoduln bei a und b Thetafunctionen zweiter Ordnung sind, die 
einwerthige Function z selbst ausdrücken. Eine eingehendere Untersuchung in dieser Richtung ist 
aber nicht nöthig, erstens weil sie im Grunde in den Paragraphen 58 und 64 schon enthalten ist, und 
weil man zweitens zu den gewünschten Resultaten aus denen des vorigen Paragraphen durch Sub- 
stitution gelangt.*) Denn setzt man £ = 2^, x = k\ s o folgt 

tt(ö,£) — m(ä,2), z^=sau^ l/l — z^ = caw, l/l — k'^z^=^ dau. 
Die beiden letzten Functionen sind wieder zweiwerthige in J, ihr Product ergiebt safu = caudau=^s. 

*) Die Nonnalform des Integrales erster Gattung nach Herrn WeierBtrass ist 

« = /(«,8)-/(tfi:8), 8 = l/4j5— ^,j-^3 = 21/(5 — 0(4—^2) (i-^s), 

und das Integral wird durch die Gleichung ^=zp(u) umgekehrt Um dies Integral auf die Normalform (IL) des Textes 
zu bringen, und p durch sa auszudrucken, kann man die Substitution anwenden 

e^je^— ei) — eijez — €2 )5 ^ gg — gi xg ^ (^3 — ^2) (^3 — ^i) (^2 — ^i) <^S 

x=(e3 — ^2):(g3 — 0> 3c'=(^2 — ei):(<?3 — ^1)1 e^ — xei = e^{e2 — ei):{e^ — ei)'=^esx'y 
welche zu der Gleichung ftthrt 

Hieraus folgt (mit Hilfe der Gleichung XII) des § 55), da ^ = sa^u(a,t,) ist, 

, V 62 — gl X sä^{K+ JK' — l/gj — g3 tt) ^^ 62 ca^ /gT— ^ » — ^i äa*^ \ /ex — e^Vi 

^ 1 — X sa\K+ iK'— l/gi — g3 u) ~ ca^\/ e^ — e^Vi-- da?']/ e^ — e^Vi 

_ gl — g3 , ^ 

^a^l^gi — g3U 
Was die numerische Berechnung von u aus einem gegebenen p{\x) angeht, so spricht es gewiss nicht gegen die Le- 
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§ 103. Differentialgleichang der Periodicit&tsmoduln. Ein Integral zweiter Oattong, 
welches im Pankte 1 : x in der ersten Ordnung unendlich wird und in P eindeutig ist, erhält man durch 
Differentiation des Integrales erster Gattung nach dem Modul x. Es ist 



du 

8x 






«g)ö(g) 



eine in T' einwerthige Function, die im Punkte l:x proportional (1 — xg) ^ unendlich wird, sonst aber 
endlich bleibt. Zu beiden Seiten der Linien a und h sind die Werthe derselben bez. um die GrOssen 

28ir /•* 4-gdg 



8x 



■/ 



(l-xg)ö(g) 



' ^*~ J O-'''S0ö(S') 



Ton einander verechieden. 

8^. 



Die Function 



8x2 



ist ebenfalls eine in T einwerthige Function, die für £ = 1 : x proportional (1 — xg)""* 



unendlich wird, sonst aber endlich bleibt, und bei a den Periodicitätsmodul 2 



citätsmodul ^i-^-r besitzt. 

OX*' 

Setzt man 



8x2' 



bei h den Periodi- 



^(S) = 



«. -s— 






du 

dx 

8x 
8ä^' 



82?^ 
"8x2 

82^ 

8x2 
82j5^' 



8x ' 8x2 



so ist zl(g) eine in T einwerthige Function« Denn ftlr die Werthe von u, die sich um Multipla der 
Periodicitätsmoduln 2K^ liK' unterscheiden, erhält man eine Determinante, die von der ursprünglichen 
nur dadurch verschieden ist, dass die Terme der ersten Horizontalreihe um gleiche Vielfache der ent- 
sprechenden Tenne der zweiten Horizontalreihe oder der dritten Horizontalreihe oder beider vermehrt 
erscheinen, wodurch die Determinante selbst ihren Werth nicht ändert. Diese Function A{^ ist mithin 
eine rationale Function von g und o, die im Punkte l:x wie Const (1 — xg)~i unendlich wird, sonst aber 
endlich bleibt. Fttr g = verschwindet J(Q, weil die erste Horizontalreihe verschwindet Für g = 1 ver- 
schwindet A{^) ebenfalls, weil da die beiden ersten Horizontalreihen einander gleich werden. Es kann 
deshalb ^(£) = -i-ö.(a + /Jg):(l — xg)2 gesetzt werden. Hierin muss aber /3 = sein, weil J(£) für 
g »a (X) auch noch verschwindet, denn dort werden die Terme der ersten und dritten Beihe einander 
proportional. Also hat man .^^v \ö 



Nun werde 



gesetzt, so ist 





"y 


»^ ~(1_ 


-«£)»• 




dK d^K 


■— aA, 


8x2 '* 


— aB, 


^' 8x 


8x' ax« 






dx' 8x» 




8»Ar' 




^' 8x 



aC 



J(g):a=-«^ + |^^ + gc = 



X« 



(1 - *£)' 



»1/ (1 — xg)»' 



gendre'sche Normalform, wenn man bemerkt, dass die FormeUammlnng Schwarz -Weierstrass diese dadorch bewerk- 
stelligt, dass sie die Weierstrass'sche Normalform in verschiedenen Fällen durch verschiedene, z. B. durch die Substitution 

4 4 A 4 

j/gl — gS — l/gl — g2 _ K j/gl — gsl/j — g2— l/gl — g2i/i— g3 _ 

4 A ^ **» 4 4^ 

V^X — ^3 + l/^l — ^2 Vei — «3 l/j — ^2 + l/^l — <?2 Vi — <?3 

(auf Seite 71) erst auf die Legendre'sche Normalform bringt. 



= kZf 



Thomae, Thetafunctionen. 8. Aufl. 
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und wenn man diese (Gleichung nach Q differenzirt und mit 2 moltiplicirt, 

^, ^5B , -i--K*g ^ (l-xg)(l-2g) + 3xg(l~g) 
ö "^(l — xg)fl'^(l — xg)2<J 2ö(l — xg)» 

oder (i_xg)2^ + 4.g(i_xg)5 + ^g2(7 = J-(l + g(2x-2)-g»x). 

Fttr g = folgt hieraus ^=f, ftlr g=l:x folgt C = 2x(x— 1), und vergleicht man die 
Coef&denten von g*, so folgt 

xU—^xB + ^C'^—-^x, fi = x + 3(x— l) + l = 2(2x— 1). 
Hieraus entspringt fQr u die Differentialgleichung 

Fttr g = 1 oder g = oo wird die rechte Seite 0, und u geht in I^ oder ilC' über. Demnach sind IC 
und K* particuläre Lösungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

4x(x-l)^ + 4(2x-l)|^ + a, = 0, 

oder wenn X'^^k^ gesetzt wird, 

A(l-A«)^ + (l-3*«)g-to = 0. 

Eine hieraus fliessende Darstellung von u durch bestimmte Integrale habe ich in Schlömilch's Zeit- 
schrift XXIII, Seite 409 gegeben. 

§ 104. Verhalten des Moduls r in der Umgebung der Stelle x»»0. Es werde zur Ab- 
kürzung g^(l — g)'* (1 — xg)*' = 9), 

X = — a'—ß — r'y f^ = — a'—ß'—r, v^ — a—ß—r, X+(i+v 1 — o*— j9— 7, 

a + af+ß + ß'+y + y'=\ 
gesetzt, worin die a, ß, . . .y^ an sich beliebige Grössen sind, hier aber der Einfachheit halber in ihren 
reellen Theilen alle positiv und kleiner als Eins angenommen werden. Unter dieser Voraussetzung lässt 
sich das Integral, dessen Integrand q> ist, bis zu jedem der Punkte 0, 1, 1 :x, oo ohne Weiteres erstrecken, 
während im allgemeinen Falle sich gewisse Modificationen nothwendig machen. (Vergl. Schlömilch's 
Zeitschrift XIV, pag. 51.) Femer nehmen wir vorläufig an, dass x nicht auf positiv reelle Werthe 
zwischen 1 und oc falle. Die Ebene^ welche Träger der Zahlen g ist, zerschneiden wir durch eine 
knotenlose Linie /, deren erstes Stück /i von bis 1 geradlinig verläuft, deren zweiter Theil /j die 
Punkte 1 und 1 : x geradlinig (wenn x nicht negativ reell ist, in welchem Falle man eine krumme Linie 
nehmen muss) verbindet, deren drittes Stück l^ von \:x (etwa geradlinig) so ins Unendliche läuft, 
dass /a die Stücke /i und l^ nicht trifft. 

Die Functionen 

gA^^/^5, (1— g)i^ = ^^a-s), (1— xg)" — «»'^^o-^s) 

sind in der so begrenzten Ebene eindeutig, und völlig bestimmt, wenn noch hinzugefügt wird, dass 
IffC, und lg{l — g) auf dem obem, positiven Ufer von /j reell, und /^(l — xg) für g = Null sein soll, 
Alsdann führen wir die Abkürzungen ein: 

1 (1 : PO OD 

(x'— 1— x), x«x'y/^dg = />«, x«x'y/9)rfg = py\ x^x'y/^x^g = i>«', 
x^x^y^^ipdl = P^7 x«x'y^Jrfg = py, x^x^y^Jdg - pß, 

worin die Integrale über die positiven Ufer der Linien /i, /j, h zu erstrecken sind. Sollen diese Integrale 
über die negativen Ufer der Linien / erstreckt werden, so ist zu beachten, dass zwischen dem Werthe 
9)+ von g> auf dem positiven Ufer von Z^, l^y h ^^d dem Werthe qr- von ^ auf dem negativen Ufer 
von /i, /2, h bez. die Gleichungen bestehen 

Ohne Weiteres kann die Beziehung hingeschrieben werden 
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OD lue OD 

1 1 Ux 

Das Integral J'q>dC, über die ganze Begrenzung der g^Ebene, d. h. ttber die beiden Ufer der 
Linie / erstreckt, hat nach dem Caachy'schen Satze den Werth Null, woraus durch Zerlegung des In- 
tegrales in solche ttber die Theilstrecken /i, /j, /$ genommene folgt 

1 \:x ' 

und hieraus mit Hilfe der Gleichung 

\\ X OD QO 

1 1 \\x 

Eliminirt man hieraus mit Hilfe von I) P^^ so folgt weiter 

Das Integral P'^ geht durch Substitution von 1:(1 — x'g) für g über in 

1 

und das Integral P^' durch die Substitution 1 : xg für g in das Integral 

1 

^-0*+0««;C«'x'>'/e-(^+''+''+2)(l — 5)^(1 — Xg)''rfg. 

Dies in die Gleichung II) eingesetzt giebt 

III) x«x'>^/gA'(l — g)»'(l— x'g)-(^+'*+»'+2)^g = 

Nun werde l/£(l — g)(l — xg) = ö, l/g(l — g)(l — x'£) = (J^ a = 0, ^ = 0, /? = /?' = f gesetzt, 
so folgt a'+7«=0, ;i = — af — |-, /m«« — ^, i; = — | — 7, A+^+i;+2 = 4"> ^^^^ hiermit aus III), 
wenn man noch mit x^ dividirt, 



1 



/ ö' ^ ma'jr 1 a sinafn / <; ^* 

•/o «^'o «^^o 

Lassen wir hierin a' (= — 7) zur Grenze Null übergehen, so finden wir 

/ö' X f ^ C n I jt I c '' 

«/o «^0 •^o *>'o 

Der Ausdruck ^{x) = ä—J'ilffi'^ — *S) — ^fl'SC — S)) l^sst sich, so lange absx<l ist, nach 

Potenssen von x entwickeln, und das Anfangsglied hat den Werth 

111 

2/^2 



_ 1 Afcöfi 1 r^ ^^S ,g^_4 /•.^;£^^ 4/;,, 



sinxdx 



n 



Man schliesst weiter V) r — — jrJT' : AT = /^x + y(x), «>(x) = — jr*(x) : ü', 

und da K im Einheitskreise um Null den Charakter einer ganzen Function hat, die nach § 91 nicht 

15* 
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verschwindet, so lässt sieb auch — 3i^(x):K'^ W(x) im Einheitskreise nach Potenzen von x=sk^ ent- 
wickebi, und die Entwiekelnng beginnt mit — 4lg2 = — /^16, weil die von £ mit -^x beginnt Daraus 

ergeben sich fitr q and \/q Entwickelungen von der Form 

l/? — -f l^+ c, (l/*)» + c, (l/Ä)» + cj (^/Ä)»» + . . . , 

welche Reihen im Einheitskreise convergiren. Lässt man q in q* ttbergehen, so geht ]/k nach § 74 in 
(1 — l/P) : (1 + l/ÄO über und so finden wir, daes 

, 1— l/F^ / i-l/F y. / i— i/F y. 

also die Reihe 1) deß] § 71, convergirt, so lange abs {{1 — \/F) : (1 + l/F)) < 1 ist, was dort noch bewiesen 
zu werden versprochen wurde. 

§ 105. Abbildung der x-Ebene in die r-Ebene. Aus der Darstellung des Moduls r durch 
bestimmte Integrale, ^ ^ 

J, l/S(i-g)(i-*'£)^ i/g(i-£)a-*g) 

ergiebt sich sofort, dass r als Function von x überall den Charakter einer ganzen analytischen Function 
hat, mit Ausnahme der Stellen 0, 1, oo. Das Verhalten dieser Function im Punkte Null ist aus dem 
vorigen Paragraphen bekannt Im Punkte Eins aber findet man das Verhalten von r aus der Be- 
merkung, dass sich K^ Kf durch x genau so ausdrücken, als K^^ K durch x\ woraus folgt 

Eine Ebene 5, welche die Werthe von x repräsentirt, zerschneiden wir durch eine Linie /, die aus 
zwei Theilen, /i, /j, besteht; /i ftlhrt von 1 längs der positiv reellen Achse ins Unendliche, das obere Ufer 
/+ ist das positive, l^ f&hrt vom Punkte Unendlich längs der negativ reellen Achse zum Punkte Null, 
das obere Ufer /+ ist das positive. Die Halbebene oberhalb dieser Linie werde mit 5«, die andere 
mit 5«, die ganze durch / zerschnittene Ebene mit S^ bezeichnet. Führen wir x um den Punkt Null 
herum vom negativen Ufer von l^ aufs positive, so wächst Igx um 2iVr, es ist also r bei /+ um lix 
grösser als bei 1-. Führen wir x um den Punkt 1 herum vom negativen Ufer von /^ aufs positive, so 
geht T in jr^ : (— %%n + ^x'+ ?P(xO) = ^^ : (— 2i;r + jr^ : r) = inx : (2r + ijt) über. Es geht also bez. 

T in r + wr, r in uxz: {2t + ijt) 
über, wenn man x über eine Schlinge positiv herum um 0, negativ herum um 1 führt. Führt man aber 
X um beide Punkte beliebig oft in beliebigen Bichtungen herum von einem Anfangswerthe zu diesem 
zurück, so gelangt man zu Werthen von r, welche sich aus diesen Substitutionen und den entgegen- 
gesetzten zusammensetzen lassen, und gelangt so zu Werthen, die in der Form 

ijt (oT + ßm) : (yr -f öht) 
enthalten sind, worin a, ß, /, d ganze positive oder negative Zahlen sind, die nur der Bedingung 

aö—ßy = 1, i9 = 0, 7 = (mod. 2) 
unterworfen sind. Nun bilden wir die Halbebene So auf die r-Ebene durch die Beziehung r «« r(x) ab, 
und zwar zunächst die Begrenzung. Machen wir von der im Paragraphen 107 zu erweisenden Relation 
dridx^jt^'Axx'IC^ Gebrauch, welche lehrt, dass fllr positiv reelle x der Differentialquotient dridx 
stets positiv ist, dass also r mit x fortwährend wächst, und beachten, dass r für x »= negativ unend- 
lich, für X » 1 aber Null ist, so finden wir, dass sich die Strecke von bis 1 der x-Ebene ein-eindeutig 
auf die negativ reelle Achse von — oo bis abbildet. Durchläuft x die Linie /+ von bis — oo, so ist 
anfänglich T^=^ijt + lg{ — x) + ¥{x) und der reelle Theil negativ sehr gross, der imaginäre Theil ist 
constant gleich iJt. Der Differentialquotient dridx aber ist dort fortwährend negativ, der reelle Theil 
von r nimmt daher fortwährend zu, wenn x abnimmt, und es bildet sich die Linie von bis — oo der 
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x-Ebene auf die Gerade der r-Ebene ab, welche vom Paukte 
Unendlicfa bis sum Punkte ix parallel der negativ reellen 
Achse gezogen ist. 

Führt man x in der !Nfthe des Punktes 1, wo r — 
x'^:(lffxf+V(x^) ist, von einem positiven Werthe von x<l 
EU einem positiven Werthe von x > 1 auf dem positiven Ufer 
von /i, negativ um 1 herum, so geht r in 

»»:(— «c + 4?(-x') + 3'«)) = *':(-^ + ^) 
Aber, wo Jt reell ist. Hieraas ei^ebt sich, daas man in der 
Formel III) des § 70 a == ^ = d = 1, ^ = setzen muss, um 
den hierher gehörenden Wertb von t tu erhalten, der der 
Transformation von x in 1 :x entspricht, Ist r der Werth, 
welcher zum Punkte x>i gehört, und t' der, welcher zu 
\:x gehftrt, so ist T = ütT':(T' — ix). Wachst nun x von 1 
bis oc, nimmt also 1 : x von 1 bis ab, so durchläuft r' alle 
reellen Werthe von 1 bis — oc, und in dem Ausdruck 

X — 'Yix = -^ix{T'+ix):{T' — ix) 
ist der absolute Betrag fortwfthrend ~ a, woraus folgt, dass 
T einen Halbkreis darchUufl, der den Radius -^^i ^C" Mittel- 
punkt — ^ix hat und vom Punkte beginnt, in dem Theile 
der T-Ebräie liegt, in der der reelle Theil dieser Grösse 
negativ ist, and im Punkte ix endet Der Begrenzung von 
St entspricht also in der r-Ebene ein Dreieck Do, dessen 
Winkel s&mmüich Null sind. Die Ecken sind — co, 0, ix, 
zwei Seiten, von — oo bis and von — oo bis ix, sind gerade 
Linien, die dritte Seite von bis ix ist ein Halbkreis. 

Aber auch das Innere von So bildet sich ein-eindeutig 
auf das innere von I>t ab. Denn da dz:dx nirgend ver- 
sehwindet, so ist die Function r = t{x) fbr jeden Werth x» 
in Sb durch eine nach ganzen Potenzen fortschreitende Reihe 

von X — Xo umkehrbar; 'x besitzt als Function von t keine Verzweigungsstelle, die einem Punkte im 
Innern von 5« entspricht. Wegen der Winkeltreue kann aber das Gebiet der r-Ebene, welches der 
Halbebene entspricht, keine andere Begrenzong haben, als die der Begrenzung der Halbebene ent- 
sprechende, und es mfissen daher die S^ entsprechenden Werthe von r das Dreieck D, laekenlos be- 
decken. Die untere Ualbebene 5. enthält die Zahlen, die den in St enthaltenea conjogirt sind, und da 
Sa und Sa längs der reellen Linie, die der negativ reellen Achse in t entspricht, zusammenhängen, so 
entspricht Ä« dem Dreieck Du, welches A congruent ist und die Do conjugirten Zahlen enthält. Die 
Ebene S" entspricht demnach einem Viereck, dessen Winkel sämmtlich Null sind. Zwei Seiten sind 
gerade Linien, parallel der negativ reellen Achse, von — rx baix nnd von — oo bis — ix. Die beiden 
andern Seiten sind Halbkreise, über — ix, und 0, ix. Darch die Substitution r in T + 2ix geht die 
eine gerade Seite in die andere gerade Seite über, und durch die Substitution z in ixr : (2t + ix) der 
eine begrenzende Halbkreis in den andern, der untere in den obem. Wiederholt mau die Substitution 
r in T + 2ix und ihre inverse, ßo dass r in z — 2ijr, z + iin, . . . Übergeht, so erhält man übereinander- 
liegende congruente Figuren, von denen die obenstehende Zeichnung einige giebt. Die S, entsprechenden 
Dreiecke sind schattirt, die 5. entsprechenden hell gelassen. Verwandelt man aber r in ixx:(2r + ix) 
und wiederholt diese Substitution und ihre inverse, so erhält man aas Da+D„ Bilder, deren Begrenzungen 
durch Ereisfipiegelung in Bezug auf die kreiBfBrmigen Seiten sich ergeben. Eine Figur ist aber in Bezug 
auf einen Kreis das Spiegelbild, wenn sie in Bezug auf diesen Kreis durch die MSbius'scbe Kreisver- 
wandtschaft, durch reciproke radü veotores abgebildet wird. Vervielfältigt man die Dreiecke nach 
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diesem Gesetze, so erhält man eine unendlich grosse Zahl derselben, welche die eine Hälfte der r-£bene 
lückenlos bedecken, aber niemals auf die Halbebene, in der der reelle Theil von r positiv ist, hinübergehen. 
Ihre Spitzen liegen alle auf der imaginären Achse und drängen sich dort in jedem Punkte, der Träger 
einer rationalen Zahl multiplicirt in ijt ist, zu unendlich vielen zusammen. In der Figur sind einige 
der Dreiecke gezeichnet, die beliebig vermehrt werden können. Sie haben alle die Winkel Null, und 
die Bchattirten entsprechen der Ebene So^ wenn x über /^ oder I2 hinweg beliebig oft dorthin geführt wird. 

Die Invariante /= (x^ — x + iyi^lx^x*^ bleibt ungeändert, wenn x in l:x oder xf verwandelt 
wird, oder wenn r in t + ijc und r in — ^2 .. ^^ m^j 2A&0 wenn r in ijr (ar + ßix) : (yt + öijt) verwandelt 
wird, wo die ganzen Zahlen a, j3, 7, ö nur der Bedingung aß — 7^= 1 unterworfen sind. Diese Grösse 
bildet die /-Ebene in der r-Ebene auf eine Figur ab, welche von zwei zur negativ reellen Achse 
parallelen, durch die Punkte -f^? — ^'^ gehenden geraden Linien und von dem über der Strecke 
— ijt bis + ijt stehenden Halbkreise von aussen begrenzt ist. Man vergleiche F. Klein, Inathem. Annalen 
14 pag. 117; Dedekind, Grelle's Journal Bd. 83; Weierstrass, Berliner Sitzungsberichte 1883. 

Für die Function x(r) ist die imaginäre Achse der r-£bene eine natürliche Grenze, über welche 
hinaus sie analytisch nicht fortgesetzt werden kann, weil die singulären Stellen derselben auf jener 
Linie unendlich dicht sind. Yergl. § 31. 

§ 106. Das Additionstheorem der Function u(SfZ). Man versteht unter dem Additions- 
theorem des überall endlichen Integrales die Lösung der Aufgabe, aus zwei Werthepaaren si^ z^ ; ^2, z^ 
ein drittes s,z zu finden, welches die Gongruenz befriedigt u{s,z)^u{s^^zx) + u{s2yZ^. Es werde 

gesetzt. Dann ist 

z = sau = sa{Ui + U2) = {sauisa'Ui + saUisafui) : (1 — k^sä'^Ui sa'^u^) *= (^1^2 + ^2*1) • (1 — k^z^zl) 
und damit ist z gefunden. Es muss aber noch der zugehörige Werth s = safu gefunden werden« Dies 
geschieht wie folgt. Es ist sa'u = sa\ui + ti-{) = 

f , V , , , V cau^cani — sattisau^dauidaii^ dauidaih — k^sauicauisaihcau^ 
ca (Ui + Ui) da ( Wi + ii^) = z j^ — s s . -. ; „ — ^ ;i 

^ sa% sa'u2 (1 + k^sa^Uj sa^u^) — sauj sau^ {\+ k^ + k'^jl + k^)sa^Ui sa^Uj — 2k^(sa^Ui + sä^Uj)) 
"^ {i — k^sa'^UiSa^u^y ' 

s = {s,S2{\ + k^zUl) — ztZ2{i + k^^2kHz', + zl)) + kH\ + k^)z]zl):{\-kH\zl)\ 
und damit ist s eindeutig bestimmt.^) 

§107. Der Abersche Satz. Satz über die Periodicitätsmoduln der Integrale zweiter 
Gattung. Die Summe der Werthe von u in Punkten, in denen eine Function des Bereiches 0, g (oder 
auch Sy z) denselben Werth a annimmt, ist von diesem Werthe a unabhängig, einer Constanten nach den 
Periodicitätsmoduln des Integrales congruent. Es ist Uua ^ I!U(x> , wenn die eine Summe sich über 
alle Werthe Ua erstreckt, in denen /*=»a ist, und die andere über aUe Werthe ^^ar>, in denen f=ociai. 
Dieser Satz kann mittels des § 38 erwiesen werden. Setzt man nämlich 

g = ^a2u = g)(ti), ö'=^sausa'u'=-{-(p'(u)y 
so wird f{-T9>'i^))9>(^)) ^i^^ doppeltperiodische Function, deren Perioden die Periodicitätsmoduln von u 
sind. Nach § 38 ist die Summe der Werthe ihres Argumentes, für welches sie gleich a wird, gleich der 
Summe der Werthe ihres Argumentes, für welches sie gleich 00 wird, w. z. b. w. — Die Summe der Werthe 



*) Herr Weierstrass hat den schönen Satz gegeben: Jede transcendente eindeutige analytische Function, welche 
ein algebraisches Additionstheorem besitzt, ist nothwendig eine periodische, und zwar entweder eine einfach peri- 
odische oder eine doppelt periodische Function ihres Argumentes. Von diesem Satxe findet sich ein Beweis vor von 
Phragmen : Acta mathematica Band 7 pag. 33. Derselbe lässt sich, worauf Gewicht gelegt wird, an die Spitze der 
Theorie der doppelt periodischen Functionen stellen, jedoch wohl nicht in dem Sinne, dass er als eine Hanptquelle für 
die Entwickelung der Theorie dieser Functionen anzusehen sei. Wenigstens ist ein Einfluss dieses Satzes auf jene 
Entwickelung mir bisher nicht bekannt geworden. 
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Yon u (öf g), fQr welche g einen gegebenen Werth hat, ist eongruent Null. Die Summe der Werthe von 
u(SfZ), ftlr welche z einen gegebenen Werth hat, ist eongruent 2A^, 

u(ö,g) + w(— flf,g) = (2A;2iä^), u{s,z) + u{—s,z) = 2A^(4ä^,2iä'0- 
Der im § 38 gegebene Beweis lässt sich unmittelbar vom Periodenparallelogramm durch Ab- 
bildung auf die Fläche T* übertragen, wenn du durch -|- ^g : (T ersetzt wird. Für die Parallelogramm- 
seiten treten die Ufer der Querschnitte ein. Um aber nicht zu wiederholen, wollen wir einen Satz über 
die Periodicitätsmoduln eines Integrales zweiter Gattung herleiten, nach einer Methode, die ganz der 
f&r den Beweis des Abel'schen Satzes angedeuteten entspricht, nur dass hier die Linien / der Fläche T* 
überflüssig werden, so dass man es nur mit der Fläche T^ zu thun hat. — Das Integral zweiter Gattung 

/<^, S) 






dx j^ (1— xe)ö 

besitzt bei a und bei b bez. die Periodicitätsmoduln 2dJiC:dx, 2idK^:Bx. Das über die Begrenzung von T^ 



erstreckte Integral / "^ '^^ ,j^ ist gleich 



I dx 2(j"^ / dx 2ö f Sx '^ f dx dx "^ dx ' 

•Aa) «^(&) ^(a) •^(P) 

wenn t& den Werth von u auf dem positiven Ufer, u~ den auf dem negativen Ufer des Querschnittes 



bedeutet, über den zu integriren ist. Das Integral ist aber andrerseits (nach dem Gauchy'schen Satze) 
gleich dem Product von 2tjr in das doppelte zweite Residuum des Integranden im Punkte l:x. Ent- 
wickelt man nun den Ausdruck y«(^*^) 

2(j / (l-xg)ö 



nach aufsteigenden (ganzen) Potenzen von (g — (1 :x)), so beginnt die Entwickelung mit der — Iten Potenz, 
und diese hat den Coefficienten l'Axxf^ das doppelte Residuum ist also \:2xx\ und es folgt (nach Di- 
vision mit 4?) die wichtige, schon im § 105 benutzte Relation 

^,dK jrdK' _ jt dz Jt^ 



dx dx 4xx" dx Axx'K^' 

welche lehrt, dass der eine Periodicitätsmodul des Integrales zweiter Gattung sich durch den andern 
und die Periodicitätsmoduln der Integrale erster Gattung darstellen lässt. Die Legendre'sche Form 
dieses Satzes wird sich später ergeben. 

§108. Da8Additionstheoremfürt«(0,g). Der Abel'sche Satz lässt sich dazu benutzen, um 
das Additionstheorem der überall endlichen Integrale herzuleiten, und es soll hier mit Hilfe desselben 
die Congruenz tt(öfi,gi) + w(ö2,g2)^t<(<J>g) gelöst werden. — Nach dem AbeFschen Satze ist 

W (<Jl, gl) + W (öf2, g2) = U (<J3, gs) + U (pi, g4) , 

wenn (ii, gf, 02, gs die Punkte Unendlich, Os^gs) <^4}Si ^i^ Punkte Null einer Function /* zweiter Ordnung 
des Bereiches 0, g sind. Sind die ersten gegeben, so ist von den letzteren noch einer willkürlich, wir 
lassen ihn, 04,g4, auf 0,0 fallen. Multiplicirt man / mit (g — gi)(g — g2)9 so hat dieser Ausdruck nach 
§ 83, von einem constanten Factor abgesehen, die Form 



I) 



= öSig2(S2-£i)-öi£gj(e-g2)-ö»sts:(Si-g), 



&> Si> <*! 

und es ist zu untersuchen, fUr welches Werthepaar 03, £3 dieser Ausdruck verschwindet. Wir lassen den 
Index 3 fort Setzt man I) gleich Null, so folgt 

I*) ö£ig»(&-Si) = öig&(g-£i)-öj£i£(S— gl)- 

Erheht man aufs Quadrat, setzt zur augenblicklichen Abkürzung 
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i-(i-S)(i-^g), 2i = (i-Si)(i-xgO, i2-(i-g2)(i-^52) 

und dividirt mit SSi£2i so folgen die Beziehungen 

gig2Wg2-£i)2-^(g-g2)^-^(£-£t)^)-Ai£2(£-gi)(g-£i)^-^gi(g-g2)(g-gi)» 

+ 2(TiÖ2£(£-£0(£-£2)-0. 
Der Factor von £^£2 verschwindet fttr £ = £1 und £ = £2, es Iftsst sich demnach diese Gleichung mit 
(£ — £i)(£ — £2) dividiren, wodurch sich ergiebt 

£i£2((l + «)(£i+£2)-2— 2x£i£2)-^i£2(£-£2)-i2£i (£-£0 + 201 Ö2£-0, 

£ai£2 + ^£i — 2öi<J2) 
-£(<Ji£2-ö2£i)^:£i£2 = £i£2((l+x)(£i + £2)-2-2x£i£2) + ii£J + 22£J-(£2-£i)S 

jn ._ glg2(g2-gl)^ glg2(g2-gl)H<^l g2+0^2gi)^ (gl<?2 + g2<yir 

^ ^ ~ (ö2 gl - Ol g2)^ " (Ol £J - <J J ^ly £, £2 (l - X£i £2)^ ' 

Der Ausdruck I") bestimmt eindeutig. — Wird also f&r 0,^ das eben gefundene Werthepaar gesetzt, 
so ist tt(öi,£i) + w(ö2,£2) = w(ö,£) + tt(0,0) = tt(<j,£), 

und das Additionstheorem ist gefunden. Setzt man sa-u für £, so ergiebt sich daraus das Additions- 
theorem dieser Function, und durch Wurzelausziehen wiederum das für sa u. 

§ 109. Hehr als zweiwerthige algebraische Gebilde von beliebigem Geschlechte. 
Es sei ein Bereich r, t gegeben, in welchem der Grundgrösse t die algebraische Grösse r a^jungirt ist, 
die mit t durch eine irreductibele, d. h. nicht in Factoren, die in r^ t rational sind, zerlegbare Gleichung 

/'(r,r) = aor« + air»-i + a2r"-2 + ... + an-ir + a„ = 

verbunden ist, in der die Oq, a^, 02, ..., a» ganze Functionen von t vom Grade m sind. Ist r^=^aj t = ß 

ein zusammengehörendes Werthepaar, ein Werthepaar, welches die Gleichung /*(r, ^) = befriedigt, so ist 

F(r,t) = ir-a)F, + (i-ß)F2 + ^ir—ayFn + ir-a){i — ß)F,2 + i-{t^ßyF^^ + ..., 

ist, und wo in die Differentialquotienten a, /? für r, ^ zu setzen ist Ist nun F^ nicht Null, so l&sst sich 
nach § 29 r^a nach aufsteigenden Potenzen von i — ß in einer gewissen Umgebung des Punktes ß 
entwickeln, und mithin ist dort r e ine re guläre Function von u Wird aber i\(a,j9) = 0, so lässt sich 
r — a nach ganzen Potenzen von \/t — ß entwickeln. Die Function r ist in der Umgebung eines solchen 
Punktes zweiändrig. Wir nennen eine solche Stelle eine Verzweigungsstelle des Bereiches r, t Die 
Gleichung F{r^ r) = hat dort eine doppelte Wurzel, weil auch Fx (r, t) verschwindet Führt man die 
Variabele t um einen solchen Punkt herum, so werden von den n Werthen von r zwei mit einander 
vertauscht Alle Functionen /(r, i) des Bereiches r, t haben dieselbe Eigenschaft, dass an einer solchen 
Stelle von ihren n verschiedenen Werthen zwei zusammenfallen, und, wenn nicht ihre Werthe ftir jedes t 
in Gruppen untereinander gleicher zerfallen, wie z. B., wenn / von t allein abhängt, so vertauschen 
sich auch zwei ihrer Werthe, wenn t um eine solche Stelle völlig herumgeführt wird. 

Ist jedoch nicht bloss /\(a,/3)«»0, sondern auch F^{a^ß)^=^Q^ so ist 

^(r,0 = (r-«)»/'ii + 2(r— a)(/-ß)/i2 + 0-/3)«/i2 + 4-(^-«)'^iii + 
es lässt sich r — a wieder nach ganzen Potenzen von t — ß entwickeln, auf zweierlei Weise: 

und es findet eine Verzweigung an jener Stelle nicht statt, obschon dort von den n Werthen von r zwei 
zusammenfallen. Riemann nennt einen solchen Punkt einen sich aufhebenden Verzweigungs- 
punkt; es ist vielleicht einfacher, ihn einen Doppelpunkt zu nennen. — Gomplicationen^ die ein- 
treten können, wenn /'11/22 — -^12^12 ~ö ist, oder wenn zugleich /i,/i], oA&t Fi^ F^u ^ni u. s. w. Null 
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ist, mögen der Einfachheit halber von der Betrachtung auBgeschloBgen bleiben, es möge angenommen 
werden, dass ausser den sich aufhebenden Verzweigungsstellen nur einfache Verzweigungsstellen vor- 
kommen. — Während die einfachen Verzweigungspunkte für alle Functionen des Bereiches r, ty wenn 
deren Werlhe nicht in Gruppen unter einander gleicher zerfallen, Verzweigungsstellen sind, so sind die 
sich aufhebenden Verzweigungspunkte oder Doppelpunkte keineswegs wieder ftor alle Functionen Doppel- 
punkte. Denn verschwinden /(r, /) und h (r, t) in einem solchen Punkte, so besitzt der Quotient dieser 
Functionen dort im Allgemeinen zwei verschiedene Werthe, je nachdem die eine oder die andere der 
obigen Potenzentwickelungen von r eingesetzt wird. Einem Doppelpunkt entsprechen zwei verschiedene 
Stellen des Bereiches r, t, an dem nur einige Functionen des Bereiches denselben Werth haben, während 
eine Verzweigungsstelle nur eine Stelle ist. 

Sind T], r2, . . ., Th die verschiedenen Werthe von r für ein gegebenes t, so verschwindet die in / 
ganze, weil einwerthige und fbr endliche i endliche Function vom 2m(n — l)ten Grade 

i n der ersten Ordnung in jedem Verzweigungspunkte a, ßj weil dort zwei Factoren wie r — a oder 
\/i — ß verschwinden. In jedem Doppelpunkte aber wird die Discriminante unendlich klein zweiter 
Ordnung, weil zwei Factoren wie t — ß verschwinden. Dem Bereiche r, t gehören demnach 

w = 2m{n—\) — 2d 
Verzweigungsstellen an, wenn d Doppelpunkte vorhanden sind. 

Der Bereich r, t ist im Grunde seiner Natur nach mit dem Bereiche /, r identisch. Bei Bestimmung 
der Verzweigungsstellen aber ist die Ordnung der Variabein nicht gleichgiltig, denn sie hängen von 
dem partiellen Differentialquotienten, genommen nach der ersten Variabein, ab. Die Doppelpunkte 
hingegen sind von der Ordnung der Variabein unabhängig. Wird die Zahl der Verzweigungsstellen im 
Bereiche r, i mit wt, die im Bereiche t, r mit tvr bezeichnet, sq ist 

fVt = 2m{n — \) — 2dj Wr = 2n(m — i) — 2d. 
Vermindert man aber die Zahl der Windungspunkte um das Doppelte der Gradzahl der Gleichung 
^«" in Bezug auf die erste Variabele, so ergiebt sich wt — 2n = Wr — 2m. Diese immer gerade Zahl 
wird nach Riemann gleich 2(j) — 1) gesetzt, und p wird das Geschlecht des Bereiches genannt Setzt 
man f&r wt oder tVr ihre Ausdrücke in m, n, d ein, so findet man 

p = (n — l)(in — 1) — tf. 
Diese Zahl ist fQr alle congruenten Bereiche dieselbe, sie ist fdr sie eine Invariante. — Ist r' = /(r, t) 
eine Function des Bereiches r, ty deren Werthe für dasselbe t nicht in Gruppen untereinander gleicher 
zerfallen^), und sind r,, r^, r'g, ...jt'h die verschiedenen Werthe von r^ fQr dasselbe t, so sind in dem 
Ausdrucke (r — r\)(r — r',)...(r — r'«) = die Coeflficienten der Potenzen von r' als symmetrische 
Functionen der verschiedenen Werthe einwerthige, also rationale Functionen von t Der Ausdruck lässt 
sich mit einer solchen ganzen Function von t multipliciren, dass er in eine algebraische Gleichung 
^(y^i) mit ganzen Coefficienten in t übergeht, vom Grade n in r^, vom Grade m' in ^, wenn r* im 
Bereiche r, t m^-mal unendlich gross wird. Diese Gleichung lehrt nebenbei, dass r^ im Bereiche r, t 
jeden Werth gleich oft annimmt. Die Discriminante dieser Gleichung ist in t vom 2m'(n — l)teii 
Grade, und da r^ im Bereiche r, t 2m(n — 1) — 2dr,t Verzweigungsstellen hat, wenn dr.t die Doppel- 
punkte des Bereiches r, t sind, so hat der Bereich r', t 

dr*,t = ^{2m\n—\)—2m{n—\) + 2dr.t)-={m'—m){n—\) + dr,i 
Doppelpunkte, und für das Geschlecht des Bereiches r^, t ergiebt sich demnach die Zahl 

.(!»'— l)(» — l) — rfr'.< = K—l)(n — l) — (m'—»i)(w—l) — dr,< = (w—l)(n — l) — rfr.i = /?, 
d. h. das Geschlecht von r', t ist gleich dem von r, U 

Dasselbe gilt natürlich, wenn man für t eine neue Variabele t^ = f{t,r^ einführt, womit der 



*) Zerfallen die Wertbe von r' in Gruppen untereinander gleicher, so brauchen nicht alle VerzweigangBBtellen 
des Bereiches r, t zugleich auch VerzweignngdBtellen des Bereiches r', t zu sein. £s ist dann r* zwar wie r yerzweigt 
aber nicht r wie r*\ die Bereiche sind elDander nicht congruent. 

T h o m a e , TheUfnnotionen. 8. Aufl. 1 6 
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Satz erwiesen ist, dass das Greschlecht der congruenten Bereiche r, t und r*, f dasselbe ist, dass das 
Geschlecht eine Invariante ist — Dass r auch eine rationale Function von r', t ist, dass eben die 
Bereiche r^ t] r\t congruent sind, ergiebt sich durch Elimination der höheren Potenzen von r aus den 
Gleichungen r' = /"(r, 0, ^(r, = 0. 

Denkt man sich r, i als Gartesianische Goordinaten eines Punktes, so sagt man, die Gurve 
/*(r, /) = sei vom Geschlecht p. Eine Gurve n^^^ Ordnung, wenn sie nach der in der Geometrie 
flblichen Auffassung im Unendlichen keine Singularitäten hat, ist in Bezug auf beide Goordinaten von 
gleichem Grade, und sie werden gleichzeitig unendlich. Dies würde bei der hier nach Riemann an- 
genommenen Auffassung ein Vorkommen von sich aufhebenden Verzweigungspunkten im Unendlichen 
bedeuten, und zwar würden \n{n — 1) solcher Punkte zu zählen sein, da ftlr ein unendliches t jeder 
der n Werthe von r mit jedem andern gleich (unendlich gross) ist. Wir werden also, wenn d die Zahl 
der übrigen Doppelpunkte ist, für das Geschlecht die Beziehung erhalten 

p = (n — l)(n — 1) — rf — 4-»(n— 1) — (n— l)(-|-n— 1) — d = ^-(n — l)(n- 2) — d, 
was mit bekannten Formeln der Geometrie übereinstimmt. — Es ist aus dem Angeführten ersichtlich, 
dass das Geschlecht einer Gurve nicht blos den collinearen, sondern auch den sogenannten Cremona- 
sehen Verwandtschaften gegenüber eine Invariante ist. 

§ HO. Bereiche r, t vom Geschlecht Eins, deren Adjuncte r mehr als zweiwerthig 
ist Es sei r mit t durch die Gleichung F{r^ t)=^Q verbunden, wenn F in r vom Grade n, in ^ vom 
Grade m ist, während d = (»i — l)(n — 1) — l = mn — m — n, das Geschlecht also Eins ist Die ganze 
Function ^{r^t) vom Grade n — 1 in r und m — 1 in ^ enthält m.n Gonstanten, deren Verhältnisse zur 
Bestimmung von mn — 1 Punkten Null dienen können. Es wird r m-mal, t n-mal unendlich gross, 
und also wird y m{n — \)+n{m — l) = 2»in — m — n mal unendlich gross und also ebensoviel mal 
Kuli. Bestimmt man nun d der Gonstantenverhältnisse in ip so, dass ^ in jedem Doppelpunkte ver- 
schwindet, so verschwindet ^ ausserdem noch in 2wm — m — n — 2J=2nm — n — m — 2nm + 2m + 2n 
^^m+n Punkten und enthält noch nm — 1 — d^=n + m — 1 willkürliche Gonstantenverhältnisse. Werden 
daher von den noch übrigen Nullpunkten n+m — 1 auf gegebene gelegt^ so ist der letzte dadurch mit 
bestimmt Werden aber nur n + m — 2 bestimmt, so bleiben noch zwei übrig, von denen einer willkürlieh 
ist Sind nun Vi(^iO ^^^^ V^^iTjO ^^^^ solcher Functionen, die in den Doppelpunkten und n + m — 2 
gegebenen Punkten gleichzeitig verschwinden, deren weitere Nullpunkte aber verschieden sind, so ist 
z=^tpi(r,t):tp2{rft) eine Function des Bereiches r, r, die nur zweimal unendlich gross wird, jeden Werth 
zweimal annimmt Zwischen z und t besteht demnach eine Gleichung G(t,z)^^0 vom nten Grade in z 
und zweiten Grade in \ und der r, t congruente Bereich z, t ist vom Geschlecht Eins. Der Bereich t^z 
hat also wie z, t im Ganzen d = (2 — l)(w — 1) — p = n— 2 Doppelpunkte. Die Discriminante ist vom 
Grade 2n in z und verschwindet in den d Doppelpunkten zweifach, in vier Punkten einfach. Die 
L(ysung der Gleichung lässt sich in die Form bringen 

^=Äi(z) + Ä2(2)|/(z — a)(z — &)(z — c)(z — 0=Äi(z) + Ä2W*, 
worin Bi, R^ rationale Functionen von z, und o, fr, c, ^ die einfachen Verzweigungsstellen sind. Es ist 

also t eine rationale Function von s und z, und die Bereiche r, t und s^ z sind einander congruent 

Daraus folgt der Satz: Jeder Bereich r, t vom Geschlecht Eins ist einem Bereiche f, z congruent, in 

dem s eine Quadratwurzel aus einem Ausdruck vierten Grades in z ist, und es lassen sich, wie ^, z, so 

auch die Functionen des Bereiches r, t eindeutig durch eine doppelt periodische oder elliptische Function 

und deren Ableitung darstellen. 

Die Goordinaten einer Gurve vom Geschlecht Eins sind als rationale Function einer doppelt 

periodischen Function und ihrer Ableitung darstellbar. 

§ 111. Ein specieller Fall. Ist die Function r mit t durch die Gleichung verknüpft 
so haben wir, wenn t als Grundvariabele angenommen wird, einen Fall, wie wir ihn von der Betrachtung 
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yorhin auBgchlossen, dasB für r = 0, / = o, /^ = 0, ^n = ist, und ebenso für r = 0, / — ft; r = 0, ^ »= (?, 
Man erkennt aber das Geschlecht des Bereiches r, t sogleich, wenn man r als Grundvariabele, t als ad- 
jungirte annimmt. Schreiben wir G((^ r) für F(r, 0, ßo ist Gi = 0, wenn 9fi — 2(a+b + c)i + ab + bc + ac 
3E= ist Dies giebt zwei Werthe von t, zu jedem gehören drei von r, es giebt also sechs Verzweigongs- 
stellen. Da / in 6^ vom dritten Grade ist, so haben wir ans der Beziehung w — 2n«s6 — 6»:2(p — 1) 
— 0, fQr das Geschlecht den Werth j7-»l. Setzt man r^=^z^{t — c), so wird die Gleichung fttr z 

{t — cyz^—(t—a){t—b) = t^{z^ — l) — 2i{cz^ — ^{a + b)) + c^z^—ab — 0. 

Löst man diese Gleichung auf, so folgt 

t = [cz^—±.^a + b) + \/z^(c — ä)(c — b) + ^{a — by]:{z^—l). 

Wird nun s für \/z^ (c — a)(c — c) + -f (« — *)* gesetzt, so ist der Bereich s, z, dem man noch 
leicht die Legendre'sche oder die zweite Normalform giebt, congiuent dem Bereiche r, /, und die 
Functionen des letzteren lassen sich durch elliptische Functionen darstellen. Eine directe Darstellung 
der Functionen r, t durch Thetaquotienten habe ich in Schlömilch's Zeitschrift (Bd. XXVII, pag. 181) 
gegeben. 



Darstellung der Integrale zweiter und dritter Gattung 

durch Thetafunctionen. 



§ 112. Die logarithmischen Differentialquotienten der Thetafunctionen. Der Diffe- 
rentialquotient d lg 9hg (u): du, den wir mit Zhg{u) bezeichnen wollen, hat die Eigenschaft, ungeändert 
zu bleiben, wenn u um 2£ vermehrt wird, und um — ix:K zu wachsen, wenn u um 2iK' vermehrt 
wird, wie aus der Periodicität der Thetafunctionen unmittelbar erkannt wird.*) Ist u nach den Moduln 
2ir, 2i£^ congruent {g+\)IC+{h + \)iJiC^j so wird Zhg{u) unendlich gross erster Ordnung. Betrachtet 
man u als Function von s, z (in der Legendre'schen Normalform) oder von 0, g (Normalform II), so ist 
Zhg(u) in der zugehörigen Fläche T^ einwerthig, besitzt bei a den Periodicitfttsmodul Null, bei b den 
Periodicitätsmodul — /^iJT, und wird in einem Yerzweigungspunkte (in T) unendlich gross erster 
Ordnung, ist also ein Integral zweiter Gattung, worauf wir jedoch erst später kommen wollen. Der 
logarithmische Differentialquotient einer geraden oder ungeraden Function ist stets ungerade, und mit- 
hin ist Zkg{ — u) = — Zbg{u). Dass für jedes ganzzahlige m 

I) ZooimK) = Zoi(m^) = Zio(2mJfir) — Zn((2m+ \)IC) = 
ist, erweist sich leicht. Es genügt, dies für Zoo (mR) nachzuweisen. ^00(0)"=^ ^00 ist Null, weil 9oo{u) 
gerade ist. Ebenso ist 6*01 (0) = ^1 folglich auch 6'oo(J^) . Also ist Zoo(&) »= 0, Z^oi^) <» 0, und wegen 
der Periodicität Z(2i77l^)->0, Z{£C+2mJ{) = 0, Z(m^ = 0. Die Richtigkeit der übrigen Gleichungen 
ergiebt sich dann aus lY). Ferner ist 

II) Zu(o) = Zio(Är) = Zio(Ar+iiro=zii(iXO = oo, 

weil die entsprechenden Thetafunctionen für diese Argumente verschwinden. Setzt man in der Gleichung 
Zv(w+2iirO = Z»^(u)-iVr:Ä; wenn (Ä^)^(01) ist, —iK' für w, so findet man 2Zhg{iIC') — -'ijt:ir, und daraus 

III) 2ioO*Äro = 2ii(A'+/Äro — Zto(/iirO — '^io(^+«^) = ^ii(«'^0^ 

Differenzirt man aber die elliptischen Functionen sau, cau, dau logarithmisch, so ergiebt sich 

IV) Zu(tt) — Zii(w)— — ^^^, Zio(tt) — Zii(tt) = ^-, Zoo(m) — Zii(tt) = ^^ — . 



*) Die Jacobrsche Function Z(u) wird hier mit Zqi{u) bezeichnet. 

16* 
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Zur Berechnung der Z-Functionen aus u dienen aus den Thetadarstellungen in Produeten und 
Reihen unmittelbar fliessende Formeln, von denen wir nur eine hinschreiben: 

y) AoW Y~ 1 + W^^^^^^^ö^^ü^K^ 

Eine Darstellung durch die trigonometrische Reihe findet man wie folgt Die Formel II) des 
Paragraphen 46 giebt 

inu — niu 

- /^ ^ (1 — ^«(»+^)) + © [/^ (1 — ^2m-l ^T") + ;^ (1 _ ^21-1 ^~Z~)-| ^ 

und wenn man die Logarithmen in Reihen entwickelt, was für alle reellen Werthe von u:A^ möglich ist, 

ffi iL 

Da für reelle Werthe von u : K diese Reihen unbedingt convergent sind, so können wir die Reihen- 
folge der beiden Summationen umkehren und die Summation Über m' ausführen, dann erhalten wir 

/ygoi(«)=/g^(i-g*<'+'0-2® ^«.7'^r ~' 

und wenn wir u \xm K vermehren, erhalten wir 

und wenn wir endlich diese Formeln differenziren, 

^ ^ du K 1 — q^ * ^^ du 1 — q^ 

§ 113. Addition der Z-Functionen. Aus den Gleichungen I) des § 46 folgen unmittelbar diese: 

I) 2io(tt+Ar) = 2ii(t4), Zii(M+ir) = Zio(w), Zn(M+Jr) = Zlo(M), Zy^{u + iIP) = Z^{u) — m:2K. 
Das (sogenannte) Additionstheorem aber der Z-Functionen leitet man auf folgende Weise ab. Es ist 
Z^iu+v) — Z^{u) — Z)io(v) in Bezug auf u sowohl, als aueh in Bezug auf v eine doppelt periodische 
Function mit den Perioden 2^, 1iK% die in den beiden Punkten u^^K+iK*^ u = — v + Ä^+ti^ ftls 
Function Ton u unendlich gross wird, ftlr u = und ti = — v aber verschwiadet. Sie kann sich dem- 
nach von der doppelt periodischen Function mit denselben Perioden 9ii(M)dii(^ + v)'9(^)^(t^ + v) o^^r 
der dieser proportionalen Function sausaiu-^-viidauda^u + v) nur durch einen constanten, d. h. von u 
unabhängigen Factor unterscheiden. Setzt man J^ für u, so folgt aus lY) des vorigen Paragraphen 

Z^i(v) — 2i)o(v) — k^savcav'.dav = CovL%i.8a{v+I{):k'da{v+K) — • Const. ca v : A:'* 
(nach XI) § 55) und also Con^i.^^ k^k'^sav: da v. Somit hat man 

¥¥\«'/ . \ /y/x.f7/\. f«i^» sausavsa{u + v) „ , \ a.rw ,x \ . lo.^« ^fl*~r^*öu 

II) 2«,(« + «) = ^«(«) + 2.,(«) + *»*'«— -^^^^^^j^, ^(») = 22;H>(f«) + A:»A/» ^,|^^^ . 

Dieselbe Methode liefert die Gleichungen 
III) 2ii(ti-hv) = Zii(tt) + Zii(v) — Ä25ö^5fliv*a(M-Hv), Zoi(M) = 2Zit(4-M) — A:«*a2-fu*aM, 

IV) Z^o(tt+v) = ^io(«*) + ^io(v) / , / , Ziü(tt) = 2Z,o(-i-tt) — A:'2— ^ > 

V) Zii(tt-|-v) = Zii(u)-|-Zii(v) -h(*a'v*a'« — sa^usa'v)\8auiav[s€?-u — m^v), 
und durch Specialisirung 

§ 114. Eine Transformation der Z-Functionen. Aus der Transformationsformel I) des 
§ 67, wozu auch § 70 zu vergleichen ist, lassen sich einige Transformationsformeln für die ZFunctionen 
herleiten. Wir begnügen uns jedoch mit der einen, welche r = — xK'iK in r' = — nK\Kf^ A: in A' 
transformirt, und die Air reelle q ein rein imaginäres Argument in ein reelles verwandelt Es mögen 
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^hv(M) ^^d ^hg(M) Fanctionen mit dem Modul r oder dem Modnl der elliptischen Functionen k=^\/x 
sein, während Zhg{u)y 9hg(u) Functionen mit dem Modul r^ oder dem der elliptischen Functionen k'= \J%' 
sind. Alsdann ist nach II) § 67 

©,^(u) = Const e«*^-*^^'©,Ä(MO- 
Differenzirt man diese Gleichung logarithmisch, so folgt 

und wenn man — m fQr u schreibt, und mit — % mnltiplicirt, 

I) iZoo(^) = 2^ + ^(tt), n) tZn(n<) = 2^ + Za(u,A0, 

ni) iZii(iM) = (ujr:2Jör) + Zio(w) = —iga{u,l(f)da{ji,kri'^ {jat.lKK') + ^,(m) . 
Differenzirt man die Gleichung I) nach u und setzt nachher u=0,_8o fliesst daraus 

IV) — Ö":e = (jr:2jrÄ^0 + Ö":©. 

§ 115. Die Differentialquotienten der Zetafunctionen sind doppelt periodische 
Functionen. Zu den Differentialquotienten der Z-Functionen kann man dadurch gelangen, dass man 
du für i; in den Additionstheoremen des vorigen Paragraphen setzt, oder nach Potenzen von v ent- 
wickelt und vergleicht, was beiderseits mit v multiplicirt ist. So findet man 

II) z;,(u)=='^^^^ = ^ — ;t25a»tt = ^ — l+Ai2t,= ^_y^2 + ;t2ca»^ 

III) z;>)-|^-^:^-^ + ;^--^ 
iv)z;.(«) = ^^|^ = f^ — ^. 

§ 116. Einige Beziehungen zwischen Constanten. Setzt man 

und integrirt die Gleichung 

dg 2(1— «g)<y 2x0 "^ 2x<j 2(1 — xg)<j ' 

so folgt ^ J 1 

setzt man g = 1, und vertauscht man x mit x', so erh&lt man die beiden Gleichungen 

II) = - — + -^-2x^3^, _ + _^+2x-g^. 

Integrirt man die Gleichung II) des vorigen Paragraphen zwischen und K^ so folgt 

Zi,i(^ = o = (©;v»oi)^-^+^. i5::ir= 1— (©;',: ©Ol). 

Um aber Beziehungen zwischen &'xß, ©öi:©oiy ^'/o-^io ^^ erhalten, differenzire man die Gleichungen 
IV) des § 112 nach u und setze ^«=0, so folgen die Gleichungen 

m ^— ^ ^ Q'.'. ^'^^ -g + 4g<-9g»+... 2jt» wg" 

•' K ©Ol Ä^ 1 — 2g + 2?* — 2y»+... jsri 1 — ?*»' 

Die Gleichung IV) des § 114 giebt, wenn die Q durch E,K, die ß durch £*, A" ausgedruckt werden, nach 
Multiplication mit KK' die Legendre'sche Relation (vergl. § 107) 

V) KE' + K'E—KK'^-^x. 
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§ 117. Vergleichung der Z-Functionen mit den Integralen zweiter Gattung des 
Normalbereiches II. Multipliciren wir die Gleichungen I) bis IV) des § 115 mit du = -j-ä^''Of u durch 
u(<j,g) ersetzend^ so iSnden wir, die Gleichungen III) und lY) des vorigen Paragraphen benutzend, der 
Reihe nach die Formeln 



2ii (tt) = - ^ + fda-^u du = (^-^)» _ *J fsa-^u du 



K 







111) Zio(tt)_ ^^^ J^^^u -"e J^ ca^u" e *y (1_^' 

IV) ^K«) = f^(«-i')-^^ = ^^(«-A')-jr:^. 

Entwickelt man das aus II) fliessende Integral ftlr ^ nach Potenzen yon x, ^ analog nach 
Potenzen von x^y so erhält man in Gauss's Bezeichnung 

V) ^ = ^^^(-1-,— i-,l,x), J^=4-^i^(l,-^,l,x0. 
Jacobi giebt, wenn k klein ist, (Gesammelte Werke, Bd. I pag. 349) für E die Näherungsformel 

VI) E = \/F{\ + \/V^)K:(i + \/^):==^\/lPil'-\/JF+k')X:. 

I 

§ 118. AuBwerthung der Grössen d; ^oii ^lo« 1° ^O' Formel I) des vorigen Paragraphen 
transformiren wir das Integral J{l:(l — xQ)du durch die Beziehungen 

(l— xOdu:0—xO = du = du:(l—xS) — x;du:{i — xO, 
«(<J,g)-/(l:(l-«Ö)**-«/(5(l-«g))*«=/(l:(l-'«))**-2«a«:8x, 

J(l:{l—xQi)du = u+2xdu:Bx, 

und erhalten so ,j ^^^^ _ «' + 2*«'g = o'« + 2xx'ir^> = ixx' E^-^^^f-^ , ^ 

worin die Gonstante & Null ist, weil 2l)o(A^)»=0 ist. Lässt man t< um 2fA:^ wachsen^ so folgt aus T) 
die uns schon bekannte Relation 

11) —m:K=4ixx'E^P^, n^:K^ = 4.xx'^. 

^ ox ox 

Differenzirt man I) nach u, setzt ti =: und wendet dann die Gleichung II) des § 47 an, so folgt 

III) 23 /i* !l „ ^ = M* , ^ = const l/?^. 

^ dz dx dx ox ' V X 

rürx = Oist ^ J^ 

und also Const = 1, und weiter (vergl. §55) 

.v,, = l/f,,.. = l/?f,»„ = l/f. 



§§119—120] 127 

§ 119. Rectification der Ellipse. Ist a die grosse, b die kleine Halbachse einer auf die 
rechtwinkligen Coordinaten x^ y bezogenen Ellipse und p (die Polhöhe) d er Winkel, d en die Normale 
mit der grossen Achse oder der positiven x-Achse macht, nnd ist k=^]/{<m — hb)\aa die numerische 
Excentricität, so hat man die Gleichungen: 

X I /xx , yy . y \ Ixx , yy , aay 

^^ b*x^^ b'^x'^y a^J b^x^ ' 

a* aacos^p acosp acosp 

~ aa + bbtg^p~ \—k^sin^p^ "^ ^l—fc^sin2^~ Ap ' 

b^tg^p b^sin^p b^sinp ak^^sinp 



dx 



aa+bbtg^p a^{\—k^sin^p)' ^ a]/i — kUin^p ^P ' 
ak^^sinp dy ak^^cos p ds_ ] /dx^ +dy^ ]/dxdx + dydy akf^ 



dp A^p ' dp A^p ^ dp dp dp A^p 

Und wenn man *m2p = g, A:2 = x, -|-d£:ö = rfw setzt, so ist ds^ax*du:{\ — xg)» 

Kun werde der Bogen s vom Scheitel der grossen Achse an gemessen, so ist nach Formel II) 
des § 117, wenn aE den Ellipsenquadranten bedeutet, 

5 : a = Zio (u) + -Sw : -Ä' . 

§ 120. Ein Integral dritter Gattung. Es ist 

ZQi{u + v) — Z^^{u—v) 
^ Qoi(u+y) ^oi(u — y) 2eii(t;) ^ --^k'^sa'^usavsa'v ^ —7,$a'v 1 — (1 — Ar^jra^u^g^t;) 
~Öoi(tt+«') öoi(«— i') öoiW ~ ^—k'^sa'^usa^v ~ sav l — k^sa^usa^v 

Integrirt man ttber Uy so erhält man weiter 

u 

cav / 1— A«*ai««a»o \sav "*" ©oiCf)/ * Öoi(m+i») ©„(») "•" ' ^ öoi(«+») ' 

oder in der Jacob^schen Bezeichnungsweise des Integrales dritter Gattung 



1) i/(u,t;)-wZii(i;) + x/^^--^^^^^ i_^2^a2^,«2,; jf (l_axg)(j ' 

]/a=^ sav. 
Vertauscht man in I) u mit v, und zieht die so entstehende Gleichung von I) ab, so erhält man die 
unter dem Namen „Yertauschung von Parameter und Argument*' bekannte Beziehung 

II) Z7(M,r) — ZZ(t;,u) — tt2ii(r) — vZit(tt). 
Das sogenannte Additionstheorem dieser Function, sowohl in Bezug auf das Argument % als 
auch in Bezug auf den Parameter r, kann leicht a posteriori bewiesen werden, was dem Leser tiber- 
lassen bleibt. Die betreffenden Formeln sind: 

Txn TT/ i * \ TTf \ TTf* \ f 1 ^ + ^^ süu süt suv sa{u+t+v) 

ni) j7(m+ t, V) — n{u, V) — n{t, ») = 4- /^ - — r, 7^-rz — \ » 

i\r\ TW/ I \ n/ \ TT/ \ I 19 / I \ 17 ^ + k^sausavsawsa(v+w+u) 

IV) n(u.v+w) — n(tijV)—n(UjW) + k^usav saw sa(v+w) ==^ -{-lg :r-^—pz ^— ^ =— 4r. 

'^ ^ ^ ^ \»/ \ya if j — k^sausavsawsa{v+w — u) 

Unmittelbar aus der Betrachtung der Darstellung durch Thetafunctionen folgen die Specialwerthe 

V) ni£,v)^EZoi{v), Z7(2iX',t;) = 2tÄ'2ii(t;) + t;tjr:Jr, Z7(M,ir)-=0, n(u,K+i£')—0, 

Z7(0,t;) = 0, n{K+iir%v) = {K+iK')Zoi(v) + im:2K, n{iIC',v) = iK'Zoi{v) + (iJiv:2l[) + -\-iJt, 

VI) KniK+iI^%v) — (IC+iK')n{IC,v) = -^ij€V, n{—u,v,k)~ — n{u,v,k). 

Die Periodicität aber ist in den Gleichungen enthalten 



128 [§§120-121 

VII) Z7(tt+2Ä;t;) = I7(w,t;) + 2Ä'2oi(tt), n(u,v + 2K) = n(ujv), n(u,v + 2iK')^ n(u,v), 
27(m + 2 i^r, t;) = I7(tt, r) + 2n(Ä"+tÄ^>) — 2n(Ä; t;) = fl^^ 
Das Integral hat demnach am Querschnitt a den Periodic! tätsmodul 2j^2^|(t;), bei b den Periodicitäts- 
modul 2iK'Zoi(v) + ijtv;K. Aus der Transformation der Thetafonctionen, die sich auf den Modul A: be- 
ziehen, in solche, die sich auf den Modul k* beziehen, findet man die Beziehungen 

VIII) n{iu,iv+K) = n(u,v+K',k% ir(m,t;+Ä) — — Z7(w, w+Jr',A:0• 
§ 121. Andere Integrale dritter Gattung. Die Function J7(u,t;) wird hauptsächlich an- 
gewandt, wenn \/ä reell und absolut genommen kleiner als Eins ist Ist a negatir, \/a rein imaginär, 
so ist (bei reellem A:<1) /ä»=^att;, der Parameter rein imaginär, was sich nicht vermeiden lässt 
Aber es liegt kein Orund vor, für manche Fälle bequemere Formeln herzuleiten, indem man sich nicht 
blos des Logarithmus der Function 9oi bedient, sondern auch der Thetafunctionen mit den andern 
Charakteristiken. Sich gerade der Function n(u,v) zur Darstellung zu bedienen, ist traditionell, aber 
durchaus nicht nöthig. Die Ableitung neuer ähnlicher Formeln erfordert keine andern Methoden, als 
die im vorigen Paragraphen angewandten. Auf diese Herleitung Verzicht leistend, stellen wir eine 
Keihe solcher Formeln zusammen, die von Jacobi (Gesammelte Werke I, pag. 537) gegeben sind, und 

in denen \/ä= sav, ö (a) = l/a(l — a)(l — xa) ist. 

j -OK 7-r , y Öoi(r+w) / (1 — «ag)^' '^^ ^^ * ^ ÖoiC^^+w) / a(l-xa£)ö ' 

(ff, 5) KO 

m uZ (vU 'to^ "' ("-") - / '-l<T(a) (l-xg)dg , . öo,(«-«')_ / *-^xg(a)(l-g)dg 

II) «Z„(.)+ . lff---^-^-l _^_^^_^__ uZ^(v) + -,-lff-^^^^—^-l (i_^«)(i_,^g)^» 

(«.s) (»,a 

III) «Zi, (.) + -r/i?^;;(j;+^ - / (gz:^^ . «^.. W + ^Iffe;;^^^ - 1 a{i-a)c ' 



V^ «Z («^+ « /«*'»(•'-«)= /*a- c(a)(i-xg )dg , ö,o(f-«)_ /* ^o( o)(l-g)dg 

/fff.S) 
(1 — a)(l — a — (1 — xa)g)ö' 

Man kann die Verwandtschaft dieser Formeln durch die Bemerkung ins Licht setzen, dass die 
Reduction auf die Normalform keine völlig bestimmte Operation ist Ist nämlich 

so lassen sich mehrere Functionen /*((!,£) angeben, welche im Punkte — <;«, a unendlich gross, im Punkte 
0«, a unendlich klein werden, und ausserdem nur in einem Punkte — (^», b unendlich werden, und in dem 
darQberliegenden ötyb verschwinden. Dann ist aber F(a,^) — {lgf{OjQ)''''^<ia eine Function, die nur 
in zwei ttber b liegenden Punkten der Fläche T logarithmisch unendlich gross wird, und sie kann sich dem- 
nach von einem Normalintegral dritter Gattung nur durch ein Integral erster Gattung unterscheiden« 
Die Function f ist in der Form (^(a)<; — ^{S)<ia):{:ip(a)ö + ^>{QCc) enthalten, worin ^ eine ganze 
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Function zweiten Grades ist, die in zwei Yerzweigongspunkten verschwindet Beschränken wir uns 
auf den Fall, dass diese die Punkte Null und Unendlich sind, so ist 

älgfja, S ) gg 1 — Xg* _ fl. 0a_ . g. 

dg ö (g— a)(l — a«g) aö a<j(l— axg)'^(g— a)«' 

vm /%a*< «Oa , , ,_ ag— gg« , / * g«<fc« 

V (5=^ r+»^«ö + g<j.+ya(l-axg)-. 

Herr Weierstrass bedient sich einer Normalform, die im unendlich fernen VerzweigongBpankte 
Beines Normalbereiches und in nur einem gewöhnlichen Punkte logarithmisch unendlich gross wird. 



Zusätze und Nachträge. 

§ 122. Zusatz zu § 30. Ihi fv{z) in einem einfach zusammenhängenden Gebiete S der z-Ebene 
eine reguläre endliche Function, und bildet sich der Band s von S in der iv-Ebene auf eine knotenlose, 
ein einfach zusammenhängendes Stttck S begrenzende Linie ö ab, so bedecken die Werthe ir, welche S 
entsprechen, das Innere 21 dieser Linie einfach und überall 

Ist fVfi ein Punkt im Innern yon S^ so wächst lg {rv — rv^^ wenn w xxm 21 geführt wird, um 2ür^ 
welches die scheinbare mit t multiplicirte Grösse der knotenlosen Linie d, von einem Punkte im Innern 
ans gesehen, ist Führt man nun z über ^ um iS positiv herum, so wächst lg{w — w^ ebenfalls um 
2tjr, weil dies genau dasselbe ist, als ob w Über 6 geführt würde. Da nun w nach der Voraussetzung 
in S nicht unendlich gross wird, so muss w{z) — w^ einmal in S Null werden, w{z) nimmt jeden Werth 
91^0 iin Innern von 2! einmal und nur einmal an. 

Hieraus folgt als Gorollar, dass n^{z) im Innern von S nicht versehwinden kann. Denn ist 
n/(zo)-0, also _ n,-{z,){z-z,y fv'-{z,){z- z^Y n>-'^{z^){^-z;)i 

w{z)-w, '1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 +"•' 

so lässt sich z — zo nach Potenzen von \/fv — w^ (oder auch, wenn noch n/^z^ «» ist, nach Potenzen 
höherer Wurzeln) entwickeln, und zu einem Werthe von w — w^ gehören zwei Werthe von z, welche, 
wenn man w — w^ klein genug nimmt, beide in S liegen. Es würden demnach zwei verschiedene Werthe 
von z in S demselben Werthe in 2 entsprechen, es müsste w einen Werth w^ in S zweimal annehmen, 
was, wie wir bewiesen haben, nicht möglich ist 

§ 123. Ein specieller Fall. Betrachtet man die Grösse x^^d'\^\^ als Function des Moduls r 
der Thetafunctionen, und lässt zuerst r von — oc an, für welchen Werth x Null ist, bis zu Null wachsen, 
so durchläuft x (nach § 57) die reellen Werthe zwischen und 1 wachsend einmal und nur einmal Durch- 
läuft weiter x einen Halbkreis, dessen Mittelpunkt der Punkt -^ist der r-Ebene ist, der den Badius 
4- ^ hat, und auf dem der reelle Theil von r negativ ist, so kann man dort eine neue Variabele x* durch 
die Gleichung r»»fjrr^:(T^+t^) der Art einführen, dass r den Halbkreis durchläuft, wenn r* von 
bis — oo reell sich ändert Es ist aber nach § 66 

Durchläuft x^ die reellen Werthe von bis — oc, r den Halbkreis, so durchläuft x(r) = l:x(TO alle 
reellen Werthe von 1 bis + oc einmal und nur einmal 

Durchläuft weiter r die der negativ reellen Achse parallele Gerade von ix bis — c», so setze 
man x'^t'+ix^ so dass if reell von bis — oo abnimmt Dann ist nach § 66 

T h m a e , Thetaftmotlonen. 8. Aafl. 1 7 
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*^^^~ #4(o,r'+i;r) ^^(0,tO *nO,T') ' »'i%t^ x'(t') ' 

und es durehläaft x negativ reelle Werthe Ton — oc bis 0. Wird also r über die Begrenzung des auf 
Seite 117 gezeichneten Dreiecks Do positiv herum geführt^ so läuft x ttber die Begrenzung der Halb- 
ebene Soy in der die x positiv imaginäre Theile haben, positiv ohne Umkehr. — Ist xq ein Werth von x 
inSof so wächst lg(x — Xq)^ wenn r um die Begrenzung von Do geführt wird, um 2ür. Denn da x ttber 
die ganze, im Unendlichen geschlossene, reelle Achse läuft, so ist dieser Zuwachs die mit i multiplicirte 
scheinbare Grösse dieser Linie von xq aus gesehen, und diese scheinbare Grosse ist (weil die Achse 
im Unendlichen als geschlossen zu denken ist) 2jr. Es fragt sich aber, ob der benutzte Satz des § 20 
so ohne Weiteres angewandt werden darf, erstens, weil die Begrenzung von Do sich ins Unendliche er- 
streckt, und zweitens, weil x auf der Begrenzung fttr r = i;r unendlich gross wird. Um die Schluss- 
weise strenger zu machen, ändern wir Do etwas ab. Unter Dt verstehen wir eine Figur, die aus Do ent- 
steht, wenn wir erstens die Punkte r— » — c», r = — co + tjr, wo «d sehr gross r^ell ist, mit einander 
durch eine Linie Xi verbinden, und das jenseits dieser Linie liegende Stttck von Do fortlassen, und wenn 
wir zweitens zwei sehr nahe an iyt liegende Punkte, den einen auf dem Begrenzungshalbkreise, den 
andern auf der Begrenzungsgeraden, durch eine sehr kurze Linie X^ verbinden und durch sie eine sehr 
kleine Ecke abschneiden. Es sei auf ihr z = tjr + £, wo e absolut genommen sehr klein ist und einen 
negativ reellen Theil hat DS ist ein Theil von Do, der mit Do mehr und mehr ttbereinstimmt, wenn 
man o gross genug und e klein genug macht 

Auf der Linie X^ ist (nach den Regeln der Division von Potenzreihen) 

x~2e'{\+Aie'+A2e^'^ + ...), 
und es ttbertrifft das erste Glied dieser Reihe die ttbrigen beliebig vielmal, wenn mau cd gross genug 
nimmt Es entspricht demnach der Linie Xi eine Linie Zi der x-Ebene, von der es zu wissen genügt, 
dass sie dem Punkte Null, den sie in nahezu halbkreisfSrmiger Figur umgiebt, Oberall beliebig nahe 
kommt, so dass sie ein Stflck von der Halbebene So abtrennt, welches beliebig klein wird, wenn cd gross 
genug genommen wird. Um x längs der Linie X^ zu untersuchen, wo r = iyt + £ ist, beachten wir, 
dass X == — *to(0,«)-*Ji(ö;«) — — *Ji(ö, Jr^:€):*fo(0,5r2:e) (nach § 66) ist Mithin ist x sehr gross, 
und es durchläuft x eine Linie I^j wenn r X^ durchläuft, von der zu wissen genügt, dass sie ttberall 
vom Punkte Null sehr weit entfernt ist und von So ein Stttck abschneidet, welches mit abnehmendem e 
grösser und grosser wird. Das Stttck SS von So wird von der reellen Achse und den beiden Linien Li 
undZ2 begrenzt Ist nun xq ein Punkt in SS^ so ist die scheinbare* Grösse der Begrenzung dieses Ge- 
bietes von Xq aus gesehen 2jr, und es wächst lg(x — xq) um 2ijt, wenn r ttber die Begrenzung von 
Di geführt wird, es nimmt x den Werth xq (da x in Dt endlich bleibt) einmal und nur einmal an Dies 
gilt aber fttr jeden Punkt im Innern der Halbebene So. Denn wie dieser Punkt in So auch liegen mag, 
so kann man immer durch Annahme eines hinreichend grossen Werthes von a> und eines hinreichend 
kleinen Werthes von 6 i^ so bestimmen, dass jener Punkt ins Innere von So fällt, so dass xq einem 
Werthe Tq von r in 2>? entspricht Also nimmt, was zu beweisen war, x jeden Werth x^ fdr einen 
Werth vonr laDo einmal und nur einmal an« So und Do entsprechen sich ein -eindeutig, woraus zu- 
gleich folgt, dass es zu jedem x auch wirklich ein zugehöriges r giebt (VergL § 105.) 

§ 124. Satz des Herrn Picard. Eine nicht constante ganze transcendente Function, welche 
zwei Werthe o, b nicht annimmt, existirt nicht Ist F(z) eine solche Function, so ist G(z)^={F{z) — d) 
:(b — a) eine ganze ti:anscendente Function, welche die Werthe und 1 nicht annimmt; es genttgt dem- 
nach, zu erweisen, dass eine nicht constante ganze Function nicht existirt, die die Werthe und 1 nicht 
annimmt Dass eine solche Function transcendent sein muss, versteht sich von seilbst, weil eine, ganze 
rationale Function jeden Werth so oft annimmt, als ihr Grad angiebt 

Setzt man G{z)=^x und zeichnet in der z-Ebene einen geschlossenen Zug, so entspricht dem- 
selben in der x-Ebene wegen der Eindeutigkeit von G{z) ebenfalls ein geschlossener Zug. Die Anzahl 
der Umkreisungen dieses zweiten Zuges um den Punkt oder den Punkt 1 der x-Ebene ist Null, oda* 
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die scheinbare Grösse dieses Zuges, vom Funkte oder Punkte 1 der x-£bene aus gesehen, ist 
Null Denn wird z über jenen Zug der z-£bene gef&hrt, so wächst lgx=J*{G'{z)iG{z))dz um NichtSi 
weil G{z) nicht Null wird, und ebenso wächst /^(x— 1) um Nichts, weil G{z)—\ nicht Null wird, 
woraus eben folgt, dass die scheinbare Grösse des Bildzuges in der x-£b^ne in Bezug auf Null oder 
Eins Null ist. Es giebt daher in der 2;-Ebene keinen Zug, dessen Bild in der x-Ebeüe den Punkt 
oder den Punkt 1 allein ein oder mehrere Male in derselben Richtung umkreist, ohne ihn ebenso oft 
in entgegengesetzter Bichtung zu umkreisen. — Zeichnet man nun in der z-Ebene, von z^ anfangend, 
einen geschlossenen Zug Zi, der so beschafibn ist, dass die grösste Schwankung von G{z\ d. h. die dem 
absoluten Betrage nach grösste Differenz der Werthe von G{z) auf ^, kleiner als Eins ist, so kann 
das Bild dieses Zuges in der x-Ebene nur einen der beiden Punkte 0, 1 umkreisen, und zwar muss 
dies, wenn es n-mal positiv herum geschieht, auch n-mal negatir herum geschehen, weil eben die Sunmie 
der Umkreisungen Null ist. Die Function r = T(x) = r(6^(2;)), dieselbe Modulfunction, die wir bisher 
so bezeichnet haben, wird, wenn z von zq über Z^ nach z^ stetig zurück geführt wird, zuletzt denselben 
Werth wieder erlangen, den sie zuerst hatte; denn wenn auch x den Punkt oder 1 n-mal positiv um- 
kreist, so muss sie ihn doch ebenso oft negativ umkreisen, ohne den andern mit zu umkreisen, und es 
gewinnt deshalb r seinen alten Werth wieder. 

Schalten wir nun aus Z^ ein Stück zxz^ aus, wo z^z^ in der Zugrichtung auf einander folgen, 
und schalten dafür einen in z^ beginnenden, in z^ endenden Zug Z^ ein, so dass die grösste Schwankung 
von x= G (z) auf Z2 + Z1Z2 kleiner als Eins ist, so bleibt r ungeftndert, wenn z von zi über Z% nach 
Z2 und von da nach zi über Z^ (negativ) gefllhrt wird, aus dem oben angegebenen Grunde. Es bleibt 
aber auch r ungeändert, wenn z auf Z^ von zq nach zi, von da über Z^ nach z^j von da Ober ^ (posi- 
tiv weiter) nach zo geführt wird. Dies kann nämlich so geschehen: Man führe z von zo nach z^ über 
Ziy von Zi über ^ nach z^y von z^ nach z^ negativ über Z^ von z^ nach z^ nach z^ positiv über Zi zum 
Anfang zurück. Gelangt z zum ersten Male nach zi, so hat dort r einen bestimmten Werth ti an- 
genommen; fahrt man dann z über Z2 nach z^, so nimmt dort r einen Werth r^ an; ftlhrt man dann z 
von Z2 nach z^ (negativ über Zi) weiter, so erhält dort r den vorigen Werth Zi nach den hier be* 
wiesenen Sätzen wieder. Führt man dann z nach Z2 (positiv über Zi) zurück, so erhält r dort den 
Werth Ti wieder, weil z denselben Weg zweimal vor und zurück durchschreite t E s ist also ganz 
gleichgiltig, ob z sich von zq nach Z2 auf Zi begiebt, oder ob für die Zugstrecke ziz^ der Zug 2^ ein- 
geschaltet wird, und es muss demnach, wenn z von zj aus (positiv über Z^) weiter nach zo zurück- 
geführt wird, dort r seinen Ausg angsw erth wieder erhalten. Erweitem wir nun den aus Z^+Z^ be- 
stehenden Zug, in dem die Strecke zi Z2 zerstört ist, unter gleichen Bedingungen von neuem u. s. w., so 
gelangt man zu dem Satze, dass r im Punkte Zf^ jedesmal seinen Werth wieder erlangt, wenn z über 
einen beliebigen geschlossenen Zug von zo zu diesem Punkte zurück geführt wird; wir finden, dass r 
in der z-Ebene eine einändrige, einwerthige und, da sie flir endliche z endlich bleibt, ganze (transcen- 
dente) Function ist Der reelle Theil von r wird aber nirgend positiv. Eine solche Function kann nach 
§ 23 nicht anders existiren, als wenn sie constant ist Demnach muss G{z) eine Gonstante sein, w. z. b. w. 

Ist^(z) eine ganze transcendente Function, die den Werth Null nicht annimmt, so ist lgF{z) 
= 6^(z) ebenfalls eine ganze transcendente Function. Sie nimmt von den Werthen ^a, ivt + lffo^ 
2m — IgOy ... höchstens einen nicht an, und folglich nimmt F{z) den Weith a unendlich oft an. Die 
Umkehrung von F{z) ist eine unendlich vieldeutige Function. 

§ 125. Entwickelung der Function dau in eine trigonometrische Reihe. Die Ent- 
wickelung der elliptischen Functionen in trigonometrische Beihen ist, theils wogen der Langsamkeit, 
theils wegen der Beschränktheit ihrer Gonvergenzen, von geringerer Bedeutung, als die Darstellung 
durch Thetafiinctionen. Doch mag die Methode an einem Beispiel kennen gelernt werden, wobei wir 
K als reell voraussetzen. Wir setzen u — c/^z, wo c^=K:m ist, so dass u um 2A!^ wächst, wenn z 
um den Punkt herum geftlhrt wird. Dann seien r^ und r^ zwei Kreise um den Punkt Null der 
Z-Ebene, mit den Badien ri < 1 und r2 > 1, deren Badien so wenig von 1 verschieden sind, dass 
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zwischen ihnen da{clgz) nicht unendlich gross wird^ so dass diese Function fttr das zwischen ihnen 
liegende (jebiet in die Laurent'sche Beihe (§ 22) entwickelt werden kann. In diesem Binggebiete 
besteht die Gleichung 

Imdau = %ixda{clgz) = &z^^fs^'^da(clgOd5 + ®^'^/e^^da(clg^)dC, 
worin die Integrationen Aber den Einheitskreis erstreckt werden können. Setzt man dort g = ^^^--^y so 



hat man 



fZ-^-^daiclg^)dZ=^fe 



^ r^-rnntiK 



datdt, fsr'^da(clg^)d^ = ^/^^'^daidt. 



Diese Integrale haben, weil dat eine gerade Function von. t ist, denselben Werth, so dass nur 
eins von ihnen ausgewerthet zu werden braucht — Erstrecken wir das zweite Integral über die Begrenzung 
eines Parallelogrammes mit den Ecken — if, -f ä; +K+4niK% —E+AniK', so zerstören sich die In- 
tegrale über die zur imaginären Periode parallelen Seiten, weil auf ihnen in gegenüberliegenden Punkten 
dat sowohl, als auch die Exponentialfunction denselben Werth, dt aber den entgegengesetzten Werth 

hat Das Integral über die Seite K+ AniK' bis — K+ AniK^ ist, wenn t = t' + AniE* gesetzt wird, gleich 

— z 



/■ 



und geht zur Grenze Null über, wenn für ein positives m die ganze Zahl n positiv über alle Grenzen 
wächst Das Integral über das Parallelogramm ist also gleich dem über die Linie von — JST bis A" 
wenn n über alle Grenzen wächst Andrerseits ist es aber gleich der Summe der Besiduen der Function« 
^miTttiK^f in den Punkten iP, ZiK'j hxK', . . ., multiplicirt mit 2ijr. Das Besiduum im Punkte 
(2/+l)ii^' hat aber den Werth 

und die Summe derselben, wenn / von bis oo alle ganzen Zahlen durchläuft, ist ^ : (1 + ^^). Daraus 
folgt 



dau = C+ y® , , ^- 
A 1 + q^^ 



uiK 



{f^^'^ + e 



, — mtnu 



)_(7 + — @ :^-^^ . 



Um C zu bestimmen,, multipliciren wir diese Gleichung mit du und integriren zwischen — K 
und +Ky so erhält die. rechte Seitä den Werth 2KC. Aber das Integral J* dau du ist die Hälfte des 
über das Bechteck — A; +^) +K+'1%K\ —K+2iK' erstreckten Integrales, weil die Integrationen ttber 
die unter dem Winkel arciK' gegen die reelle Achse geneigten Seiten sieh zerstören, die über die zur 
reellen Achse parallelen Seiten wegen der Eigenschaft da{u + 1iK')==^ — dau einander gleich sind« 
Dieses Integral ist aber gleich dem mit 2}jr multiplicirten Besiduum der Function dau im Punkte t^, 
also gleich 2ix. — i»=2jr, also ist C^^x:*lK. Für t<»"0 ergiebt diese Darstellung 

2a:': X — 1 + © ^ : (1 + ^) = 1 + ©^ @«. (— l)«'+i g«(am'-i) . 

Hieran lässt sich eine zahlentheoretische Bemerkung von Jacobi schliessen. Es ist 

2ir:jr = *« — (l+2©^*)(l + 2©^"*''). 
Multiplicirt man dies Product aus, so erhält man eine nach Potenzen von q fortschreitende Beihe, 
deren Exponenten alle die Zahlen sind, welche als Summe zweier Quadrate darstellbar sind. 
Betrachten wir hiervon nur die Primzahleji und vergleichen die Beihe mit der 2K\üt darstellenden 
Doppelsumme, welche ebenfalls eine Potenzreihe von q ist, und in welcher offenbar von den ungeraden 
Primzahlen nur die von dfr Form 4n+l vorkommen, die von der Form 4n + 3 aber nicht, so erhält 
man den zahlentheoretischen Satz: Jede Primzahl von der Form 4n + l ist als Summe zweier Quadrate 
darstellbar, jede Zahl von der Form 4n + 3 aber nicht. 



§126. Beduction des Bereiches ^, z; s = \/{a^z^ + Aayz^ + ^a^z^ + Aa^Z'\'a^. Ist die 
A^juncte s des Bereiches s, z die Quadratwurzel einer ganzen Function vierten Grades in z, so kann 
man für i durch lineare Substitution eine neue Grundgrösse einfuhren, und für s eine neue Adjunote, 
die eine (Quadratwurzel aus einer ganzen Function vom dritten Grade ist, wenn man eine Wurzel der 
Gleichung ^^ = kennt Diese linearen Substitutionen sind aber nicht die einzigen, durch die man 
den Bereich Sy z in einen ihm congruenten von der gewünschten Eigenschaft überführen kann. Nimmt 
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man als Grundgrösse des Bereiches eine Fanetion j zweiter Ordnung, deren Werthe ftlr dasselbe s nieht 
in Gruppen untereinander gleicher zerfallen, so besteht nach § 83 zwischen s und } eine Gleichung 
vom zweiten Grade in s und vom yierten Grade in }. Die Verzweigungsstellen des Bereiches s^ ) sind 
die, in denen, mit Biemann zu reden^ d^ unendlich klein zweiter Ordnung wird, oder in denen sich i 
in die Form A + * + C{z — z'y + D(z — z^^ + . . . entwickeln lässt, also in eine Potenzrei he, in der die 
erste Potenz fehlt Man kann nun die in } willkQrlichen Constanten so einrichten^ dass dies für einen 
bestimmten beliebig gegebenen Werth von j geschieht Dieser ist dann eine Verzweigungsstelle. Nimmt 
man fttr i eine ganze Function zweiter Ordnung von s und z, so muss dieselbe, wenn sie nicht 
eine lineare Function von z allein ist, in einem der beiden unendlich fernen Punkte des Bereiches un- 
endlich gross zweiter Ordnung werden, im aadern endlich bleiben. Eine, solche Function ist 

i = aoZ^ + 2aiZ + c + ]/äoS, 
worin c willkürlich ist Entwickelt man diesen Ausdruck für sehr grosse Werthe von z nach ab- 
steigenden Potenzen dieser Grösse,» so hat die Entwickelung fttr das eine Vorzeichen von s die Form 
^:=Az^+AiZ+A2+^z^''^ + '>>9 woraus umgekehrt folgt 

so dass dort z und also auch s eine zweiändrige Function von j ist Die Entwickelung für das andere 
Zeichen von s beginnt mit der Gonstanten, und z ist fttr diese Stelle eine reguläre Function von }. 
Der s, z congruentb Bereich ^, } enthält demnach eine Grundgrösse }, für welche ein Verzweigun^werth 
unendlich ist, und man kann nun leicht fttr s eine Adjuncte i einftthren, so dass S^ eine ganze Function 
dritten Grades von j ist Um die auszuführenden Bechnungen zu erleichtern, machen wir die, die All- 
gemeinheit offenbar nicht beschränkende Annahme, dass oq = 1, Oi »» sei, und setzen c «= 0. Alsdann ist 
Hieraus ergiebt sieh ** = ^*+6a,z» + 4a,z + a«, s = z» + ,. 

(j— *)« + 6aj(j— *) + 4a,z.+ a4 = *i j' + ßojj + a^— 2«(a + 3ai)-«— 4a,z, 

(8* + 6a,i + a4-2*(i + 3aj))» = 16aJö— '). 
Diesen Ausdruck mnltiplieiren wir mit (i + i<ti)^ und finden so 

[(jJ+6a,j + a4)(j+3a,) — 4aJ— 2*(i + 3a,)J]J = 16aJsö + 3a,)» + 16aJ— 8aJ(j + 3a,)ö»+6(i,i + a4). 

Wenn man jetzt i fttr (i^+6aii + a4)(i + 3a2) — 4af — 2«(} + 3ai)* einfahrt, so ist der Bereich S, ) dem 

Bereiche s, z congruent, und i ist die Quadratwurzel eines Ausdruckes vom dritten Grade. Zu dieser 

Transformation ist die Auflösung einer Oleichung vom vierten Grade nicht nöthig.- 

§ 127. Eine Transformation zweiter Ordnung. Es sei ^Ay(«) = *a^(«, -5-^)1 ^»^W"" 
^hffizjz), so ist ^hg{z) eine Thetafunction zweiter Ordnung in Bezug auf die Perioden ijr, r (siehe 
§ 50), mit der Charakteristik A,0. ^it(z) verschwindet fttr ;2: = und z = 4-r. Es kann sich deshalb 
diese Function von der Thetafunction zweiter Ordnung mit derselben Charakteristik, ^n (2) ^01 (^); ^^^ 
durch einen constanten Factor unterscheiden. Es ist ^ii(2^)'=»a#ii(z)^oi(^)* Die Function I^qi (z) aber 
ist eine Function zweiter Ordnung mit der Charakteristik 0,9, sie ist deshalb nach § 50 in der Form 
^oiW = /9*Ji W + 7 *?i W darstellbar, worin ß, 7 Constanten sind. Dividirt man die eine dieser Gleichun- 
gen durch die andre, setzt — um:2IC fUr z, rs= — 7iK'\K^ ftthrt die elliptischen Functionen ein, deutsche 
Bezeichnung fttr die zum Modul \x gehörenden benutzend, so erhält man die Beziehung 

Fttr tt = 1^ folgt 1 «= a' : 1 + y'. Da femer da {;^M%E^ = 00, sa\\%E' = —\\k ist, so muss 7 = * sein. 
Dividirt man beiderseits mit u und geht zur Grenze Null ttber, so folgt itf=a^= l + A:. Daraus er- 
giebt sich die Transformationsformel 

8a((l + Ä)u) = (1 + Ä)^aw:(l + A:^a2t<). 

Den Modul der deutsch bezeichneten Function findet man, fQr u = l^+-fiÄ'^ er ist t = 2i/A:: (1 + Ar). 
Es ist noch ca((l + A:)tt) = cawrfaM:(l + A:Äa2tt), ba((l+Ar)M) — (1— A:fa^u):(l + /r^a*u). 

§ 128. Eine zweite Transformation zweiter Ordnung. Zu einer andern Transformation 
zweiter Ordnung, der sogenannten Lande n'schen Transformation, gelangt man durch Betrachtung der 
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Thetaftmctionen zweiter Ordnung ^a^(z) «= ^^^(22:, 2t), deren GharakteriBtik 0,^ ist. Die Function 
^ii{2z) verschwindet für z==^0 und für z^^-^ix. Sie kann sich demnach von der Thetafunetion 
zweiter Ordnung mit derselben Charakteristik ^11(2:) #10(2:) nur durch einen constanten Factor unter- 
scheiden. Die Thetafunetion zweiter Ordnung ^01(22) verschwindet fttr 2 = 4~^y z<»-^ür + -^T und 
kann sich demnach von ^{z)d-Qi{z) nur durch einen constanten Factor unterscheiden. Durch Division 
der so erhaltenen Gleichungen, durch Einfährung von u und der elliptischen Functionen, die wir deutseh 
bezeichnen, wenn sie zum Modul 2r gehören, folgt iaMu^^asaucauidauj worin a constant ist Für 
n^^^-^IC mrA die linke Seite 1, die rechte aber gleich (z:(l+Ar^, sodass a»=l+ Artist Dividirt man 
beiderseits mit u und geht zur Grenze ttber, so folgt M=^a={\+k^. Somit gewinnt man die 
Gleichungen ia(\+ltf)u=={\+k^sanicau:äauy 

ca(l + l(^u^{\—(i+k^sa^u):dau, \>a{\+k^u = (l — (l—k^sa^u):dau. 
Der Modul I aber der deutsch bezeichneten Functionen ergiebt sich fttr U'^-^£+-{-iIC^ und ist (»« 
(1 — äO:(1 + A:'), Ar = 2|/T:(l+l). Diese Transformation ist benutzt worden, um daran eine directe 
Auswerthung der elliptischen Integrale durch die Methode des arithmetisch -geometrischen Mitteis zu 
knttpfen. Vgl Gauss' Werke III, pag. 333. . 

§ 129. Die Legendre'sche Bezeichnung. Die Legendre'schen Normalformen der elliptischen 
Integrale der drei Gattungen gewähren dadurch einen andern Anblick als die hier 'angegebenen, dass 
LegendrQ fttr die Variabele z eine trigonometrische Function sing> setzt Ag> ist Legendre's Abk&rzung 

fttr \/i — k^sM^g). Bei ihm ist F(g>) oder, wenn der Modul mitbezeichnet werden muss, F{%k) das 

Integral (erster Gattung) S\\\Afp)d<p. Ist 9>'b»-|-:v, so erhält man die von Jacobi mit K bezeichnete 

Grösse, welche Legendre das voUständige Integral nannte. Die obere Grenze nannte er die Amplitude. 
Setzt man u^^Fifp)^ so ist nach Jacobi 9> = amu die Amplitude von u. Jacobi bildete die trigono- 
metrischen Functionen dieser Grösse und nannte sie elliptische Functionen, die Integrale aber, die bei 
Legendre elliptische Functionen heissen, nannte er elliptische Integrale. Es ist 

J<p = Jau, du=^dg>:Jg)^^damu:dau^ daudu = damu = darcsm{sau). 

Mit E{ip) bezeichnete Legendre das Integral zweiter Gattung /j (97) ^fg), und mit E das voll- 
ständige Integral von bis -^x. Es ist Zf^iiti) = {KE{g>) — EF(g>)):K. Die Legendre'sche Bezeichnung 
fttr die Integrale dritter Gattung wird kaum mehr angewandt 



Fonneln aus dem Gebiete der elliptischen Functionen. 

Die Formeln der hier folgenden Sammlung, deren Zusammenstellung fttr die Rechnung mit Thetar 
functionen und elliptischen Functionen vortheilhaft sein dürfte, sind grossentheils in dem vorstehenden 
Werkchen hergeleitet Es sind jedoch unter ihnen auch einige enthalten, welche sich nicht un- 
mittelbar in den vorauf gehenden Blättern vorfinden. Diese sind jedoch ohne zu grosse Mühe mit den 
gegebenen Mitteln zu entwickeln. 

I. Bezeichnungen. Es werde zur Abkürzung gesetzt 

©9)(m) = 5P(l)-h9)(2) + ..., ®(pim) = ...q>{—2) + ip(—l) + g>{0) + q>{\) + ..., 

^9)(n) = 9>(0)g)(l)g)(2)..., 
ivobei tn als Summationsbuchstabe, n als Productbuchstabe typisch sein mOgen. 
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Die geometrische Factorielle, eine ganze transeendente Function, wird, so lange absq<i 
ist, durch die Gleichung definirt 

w(z) = $(l— ^2) — 1 + @(— l)*z«»gi"<— i>:(l — ^)(1— ^)...(1— g«). 
Sie genOgt der Functionalgleichung (1 — z)rv(gz)'^w{z), und man bildet aus ihr eine eindeutige Function 
mit zwei wesentlich singulären Stellen durch die Gleichung 

f{z) = w{z)w(q:z) = ^(i—^z)(l—iif+^:z)) = ^©(— l)«z«» (jri«(«»-i), 
welche Reihenentwickelung aus dem Product leicht mittels der Functionalgleichung zf{qz)=i — f{z) 
ffiesst. Schreiben wir sodann q^ ttir q und einmal ^' f&r — zi'q^ ein andermal e^ fttr z:q, und defi- 
niren r (den Modul) durch r = /^ 9, und verstehen unier 2) eine von z unabhängige Grösse, so erhalten 
wir die sogenannten Thetafunctionen, definirt durch die Gleichungen 

1) *(z) = *oo(«) = ®«^~"+'~ = ®?(I + ä'*^'^00 + ^'^^«~*') — ®^(l + 2^^ 

2) ^01 W = ©(— l)"e^«^+**' = %)^{i—q^^^(^) (1— g2«+i^««) = 5b^ii — 2q^+^ co^2iz + (?»C«»+i)) 

-.*(z±tjr), 

wo zunächst S) = @^:^(l+(?2*+i)2 igt. Setzt man in 1) und 2) z+^^r für z und multiplicirt nach- 
her 1) mit c^+i^ und 2) mit ^+i^+i«^, so erhält man die beiden Functionen 

/3in 1 1\'* 4 

., .,,^.^ 2 f^ 2 ^ ^^^ = 2%>]/^smiz^(l—2q^^cos2iz + ^+^) 

— ie^+i^d'{z + ^T+^ix) . 

S) lässt sich nach Jacobi durch ein Product allein und durch eine Summe allein, nämlich durch 

5) S) = ^(l— ^*»+«)-=@(— 1)V'*"+'", 
ausdrücken. 

n. Fimetloiialgleichungeii und Periodieltilt. Das System zweier Zahlen A,^, welche die 
Indices einer Thetafunction bilden, heisst deren Charakteristik. Ist hg gerade, so heisst die Charakte- 
ristik gerade, ist das Product ungerade, so heisst die Charakteristik ungerade. Die Thetafunctionen 
sind mit ihrer Charakteristik gerade und ungerade. Es ist 

Fttr z^=0 folgt aus 3), wenn ^*, für #A<r(0) gesetzt wird, wobei ^u •-• ist, 

Ist g>(z) eine ganze transeendente' Fnnotion, welche die Gleiehongen befriedigt 
8) g>{z + Xix) = {—iy^g>{z), 9iz+(tv) = {—iy*9e-^fP'-/'f**Pg)(z), 
so heisst q> eine Thetafunction pter Ordnung and der Charakteristik h,g und ist in der Form darstellbar 

9) 9>iz) = 2Br»{pz+-^(2r + h)T + i-ffix)/>+^)', 

9 

worin die Summe über die Zahlen r«sO, 1, 2, . .., p — 1 zu erstrecken ist, und ^ eine Thetafunction 
mit dem Modul pr bedeutet Die Function 95(2) = ^(z)"i>oiW^^ioW^*ii(«)^ ist eine Thetafunction 
a+ß+y+öt»T Ordnung und der Charakteristik 7+d, ß+6. 
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ni. Die sogenannten Addltioiistheoreiiie der ThetaAinctionen. Zwischen je p+lTheta- 
fonetionen ptor Ordnung gleicher Charakteristik besteht eine lineare homogene Relation 
mit Constanten Goeffieienten. Die Thetaquadrate sind Thetafanctionen zweiter Ordnung mit der 
Charakteristik 0,0. Die Function d'i,t{z+f)9'h'fiz — ist eii^e Thetafonction zweiter Ordnung mit der 
Charakteristik h+h', g+g". Hieraus erhftlt man die Gleichungen 

2) k»l{2) = »l{z) + k'»\,(z), »l,(z) = k»l(z) + k'»*(z), 

3) **„*i, (z+/)*oi(2— = *io(')*W*n (2)*oi(2) + »io{')H2)»n(t)»oi{t), 

4) **10*.l(2 — 0*01(2 + ')-= *l0W*W*llW«-Ol(2)-*lo(2)<>(2)*ll(<)*OtW, 

s) *j.*,.(2+o*..(2-o-*;.w*;.w-*?.(2)*?.w. 
6)*;.*{2+o*(z-o=*'(2)*;.w-*f.w*f.w-**«)*;.(2)-*f.(o*f.(2), 

7) *io*oi*i«(2+')*oi(z-0 = *io(2)*oiW*ioW*oiW-'i^(2)*ii{2)*(<)*iiW, 

8) *10*01*10(2 — 0*Ol(2 + = *lo(2)«'Ol(«)<>to(0«'OlW + *(2)*uW*W*ll('), 

9) **oi*(2+0*«t(2— ') — *(2)*oi(2)<^(«)«^.iW-*io(2)*iiW*io(<)*ii(<). 

10) **,i*(2 — <)*«,(z+<) = *(z)*«l(2)*(<)*0lW + *10W*u(2)*10{0*U W, 

11) *;.*,.(2z) = <^J.(z)-*t.(z), **J.*(2z) = &\z)»l,{z)-»\{z)»*Jz), 

12) *;.*..<^..(2z) - *j. (z)*;.(2) -**(2)*f .(«), *;.*.,(22) = **(z)-*;.(2). 

Ist 

2ti/ = »+x+y+Zf 2x' = w+x — y — 2, 2y'=ii> — x+y — z, 22' = » — x — y+z, 

2m^t^+af+y'+2f, 2x'^n^+a^—if'—z\ 2y = w'— x'+y'— z*, 2z-= w*— a;*— y'+z', 
so ergeben sich die Formeln, auf welche Jacobi die Theorie der Thetafunctionen stfltzt, (13.) 

*(»)#(x)#(y)#(z):+*io(»)*..(a:)*,o(y)*io(z) = *(«0<^(«0<^(yO*(20 + <>w(»0*io(aO<^io(yO*io(0, 
*(»)*(«)ö(y)*(2)-*,o(ip)*,o(«)*io(y)*io(z) — M*0*oi(a^*oi(!^*oi(20+*uH*li(a^*it(yO*ii(20^ 

IT. Die JaeoM'sehen Beseiehnnngen. Wir f&hren nun die Grössen iT, IP ein, wie sie 
durch Jacobi ttblich sind. 

1) z~—um:2X, lgq = r = —xE':K, ©»,(«) = *»,(— türi:2Ä'), ©», — *»,. 
3) /ii»öu(u):M — ö'ii, jr*'u = 2iXÖ'ii, 2i^©'ii — jrö©oiöio, 

6) e^^:e«=]/ky ©oi:jÖ — l/F, ÖJ,+ÖJo = ö*. Die Vorzeichen der Wurzeln sind durch q und qi 

bestimmt. 

7) e{u)^l + 2@q^cos{mxu:ir), 8) ©oi(«') = l + 2@(— O^j^ccwCmjrwiiO, 

9) ©io(tt)=2^^@fl"*<*-^>m((2m— l)jru:2ir), 10) ©hW — 2^iS^«<"^i>(— l)-^^«n((2m— l)jru:J^), 

11) *aM — eu(M):lÄ©oi(«*)7 caM = l/^öio(i4):l/^öoi(w), Aii* — 1/5^0(11): ©oi(«). 

Diese neuen Functionen hängen zunächst von drei Grössen, % Ky K\ ab, Ton denen in der Be- 
Zeichnung nur die erste angedeutet ist; es wird aber die Bedeutung der Bezeichnung nachher so be- 
schränkt werden, dass sie (die elliptischen Functionen) ausser von u nur noch von IC\K abhängen. 
Auch ohne diese Beschränkung hat man 

12) sa — u = — *aw, ca — t< = cat<, da — U"»dat<, *aO = 0, caO = l, d^O = l, 

13) *a«t< + ca«tt = l, Ä25a% + da2u = l, da^U'-lC^ca'^u-^V^, saiX'^caiir=daiJP=oo, 
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U) saK=\, caJf=0, daK = k\ sa{K+%K')'^\:k, ca{K+iE')^—ik':k, da{K+iEf) = Q, 
15) saiK':daiK':daiK' = i:\:k. 

Jacobi bedient sich zur Unterscheidung der Thetafunctionen mit verschiedenen Charakteristiken 
nur eines Index, während hier mit Hermite Doppelindices angewandt sind. Zwischen beiden Bezeich- 
nungen bestehen die Beziehungen 

y. Perlodlcität» Die elliptischen Functionen sind doppeltperiodische Functionen. Aus der 
Periodicität der Thetafunctionen leitet man ohne Mtthe die Beziehungen ab: 

1) sa^u-h2E=sa^u-\'2iE' = sa'^u, ca^u+2K = ca^u+2iK'=ca^u, da^u-{'2K==da^u+2iK' = dä^u, 

2) sau + AK==sau + 2iK' = sau, cau + AK= cau + 2K+2iK' = cau, dau+2K=dau+AiK'=dau, 

3) sau±4vK±2fiiK' = sau, cau±4vK'±fi{2E+2iK') = cau, dau±2vE±^fiiE'=daUj 

4) sa^—u = — sauy ca — u = cau, da — u = dau, 

5) sau — Z= — cauidati, cau — E = k^sau:daUf dau — E^=daE — u^=^kf:dau 

6) sau+E=saE — u=^oau:daUj cau+E=—caE — « = — k'sauidauj dau+E=^k':dau, 

7) sau±2E = — sau, caM±2£' = — cau, dau±2E = dau, 

8) sa2E — u^=sau, ca2E — w=. — cau, da2E — u = dau, 

9) sau±:iE^ = l:ksau, cau^iE' = :^dau:iksau, dau±iE^'^ ±cau:isau, 

10) sau±2iE' = sau, cau±2iE^= — cau, dau±:2iE^ = — dau, 

11) sau+E + iE^= dauikcau, cau+E+iE^ = k':ikcau, dau+E+iE^=ik'sau:cau, 

Die Grössen iE' und E stehen in einem^ complexen Verhältnisse zu einander, wenn die Thetar 
functionen convergiren, daher stehen auch die Perioden der hier definirten doppeltperiodischen Functionen, 
z. B. die Perioden 2E, 2iE' der Quadrate von sa, ca, da, in einem complexen Verhältnisse zu einander« 
Construirt man in der die complexen Zahlen u darstellenden Ebene ein Parallelogramm mit den Ecken 
Ufi, U(^+2K, UQ+2E+2iK', UQ+2iE', so nennt man dasselbe ein Periodenparallelogramm. Es hat 
einen von Null verschiedenen Flächeninhalt, gleich dbs2K .ahs2iK\s%narc{2iK'\2E). Durch con- 
gruente Wiederholung des Parallelogrammes bedeckt man die ganze t^-Ebene mit congruenten Parallelo- 
grammen. Eine doppeltperiodische Function ist vollständig bekannt, wenn man sie in einem Perioden- 
parallelogramm kennt. Zahlen, deren Differenz eine Summe von Multiplis der beiden Perioden ist, 
heissen congruent; ihre Träger in der i^-Ebene werden zur Deckung gebracht, wenn man die Perioden- 
parallelogramme zur Deckung bringt, in denen sie sich befinden. 

Für ^ == ist , , 

©(t^)=l, ö^,(tt)=l, e^f^{u)\]/q'=-2cos(nu\2E), en{u):\/q = 2sin{nu:2E), 

4. 4 _ 

6\Q\9\fq'=]/k:\/q = 2, 6oi*ö = l/^=l> sau^=^ sm{ptu\2E), cau^=cos{3€u:2E), dau = l. 
Tritt die engere Bestimmung hinzu limsau:u^=sa'0=l, so folgt noch 2Jr»=jr. ' 

VI. Additionstheoreme. Diese werden aus den Formeln unter III. durch Division erhalten. 
Wird zur Abkürzung N=\ — k^sa^usa^v gesetzt, so hat man 

sa{u ±^v) =^ (sau cav dav ±^sav cauVau) i ^, sa{u+v)sa(u — v) — (*a*M — sa^v):N, 

sa{u+v) + sa(u — v) «= 2sau cav dav : A\ sa (u+v) — sa{u — v) '^^ 2cau dau sav : N, 

ca(u±^v) =:{caucavT'sausavdaudav):N, ca{u+v) + ca(u — v)'=2caucav:N, 

ca (u+v) — ca(u — v) = — 2sausavdaudav:N, \ + ca (u+v) ca(u — v) = (ca^u + cä^v) : N, 

da (w ± v) = (da udavT-k^sausavcaucav): N, da(u+v) + da(u — v)=i2daudav: N, 

da (u+v) — da(u — v) = — 2k^ sau sav cau cav : N , \ + da{u + v) da {u — v) = (da'^u + dä^v) : N, 
ca(u±:v)^rBcaucavli^sausavda(u±^v), sa2u = 2 sau ca u dau : (1 — k^sa^u), 

ca2u^^(ca'^u — sa'^uda'^u):(\ — k^ sa^u) ^= ca'^u — sa^uda2u, da2u = (da^u — k^sa^ucä^u):(i — k^sa^u)^ 
sa^u = (\ — ca2u):{l + da2u), ca^u = {ca2u + da2u):(\ + da2u), 
sadu = sau(^ — A(\ + k^)sa^u + ^k^sa^u-'k^sa^u):{\ — &k^sa^u + Ak^(\ + k^)sa^U'-3k^sa^u). 

Thomfte, Thetafunctionen. 8. Aufl. . * 18 



138 [VI-VHL 

sai-K=-l:\/\+k', ca-^E •=' [/FüJ+Fj, da-^K=\/lP, sa -^ iE' = i:\/k, ca-^iK' = \/(l + k):k, 
saE+i-iK''=l:]/k, caS+ -f iE' =' — i]/{l — k):k, daE+^iE'=\/r^,' da^tE' = ]/l+k, 

ta -i-ir+ ^ iE = l/(* + 1*0 : Ar, ca ^E + ^iE' = j/— i"*' : k, da^E-¥ f iÄ' = — !/*'(*'— i*), 
«a-i-Z+ -|-iÄ' = l/(* — JÄ*) : *, ca^E-{--\iE'=>\/ik':k, da ^E+ ^ iE' — \,'(j(f+ ik) /?, 
sai-E'=l:]/rfk', ca^E= — ]/FT(T+¥j, da^E=\/F, 

sa*^E+i-iE' = \/{k—ik'):k, cai-E+i-iE' = \/WTk, da^E+-^iE' = [/(*'+ ik)P, 
<o -§-£■+ -f iJf' = ]/(k + ikf) : k, ca^E-^^iE' =\/¥nk, d a'\E+^iE''=\/k'l^—ikkf, 
saiE'+-^E=\/i + l?:k, caiE'-{--^E = — i\/ld:{i—k^, daiE'+-^E = — i\/F, 

taiE'—^E = — \/i + kf:k, caiE'—i-E=i\/l^:{i—l^, daiE'—^E=i\fP, 

k^sa*-^ 6A«5a*-^ + 4(1 + A2)*o*-^ — 3 = 0, igau =- saw.cau. 

yn. Formeln zur nnmeriselien Berechnnng. Zwischen E und f wird eine Beziehung 
dadurch hergestellt, dass safQ = limsau:u^ 1 (für u = 0) angenommen wird, und man hat dann 

2) *o'tt = caurfa«^ l/(l — *a*«)(l — Ar^sa*«), ca'M== — dausau, da'u^ — k^saucau. 

3) Wird \/lP^cosß gesetzt, so ist ^=e— "^'='^ = 

j_ i-VF ^ /i— t/Fy j_5 / i— t/F y 150 / i— i/F y» 1707 / 1— i/F y^ 
.N / -nK's: 1 1— l/* . 2/1— i/*V, »5/1— l/^V, 

' 2i + j/Ä 25V1 + 1/A/ 29Vi + i/a/ 

5) £'=.-i-jr(l + 2©}~»)2 — ^jt^(l + 9»»+i)*(l— ^«"+»)», jrÄ'=— Z/ö-ff, 

Ist dau=^coscOf so ist näherungsweise 

6) co^^ = ^/^i(/}+a>)^^l(i3— a>)(l — 2^*+g2/^2j(^+a,)^^2i(^_Q,)). 

7) (^a^tt)' = 2 \/scflü A — sa^uA — k^sa^u , ^ö'o' w = [/(i + iga'^u) (1 + A'^ r^a^w) . 

Das Pendel. Bedeutet v die Geschwindigkeit eines mathematischen Pendels von der Länge 1^ 
X die Erhebung ttbev die tiefste Stelle zur Zeit t, h die Maximalerhebung, tp die Neigung gegen die 
Vertikale, a die Maximalneigung, xf die in der Richtung der Vertikalen gemessene Geschwindigkeit, 
g/ die Winkelgeschwindigkeit, T die Schwingungsdauer, so ist (zum Theil näherungsweise) 

t;2 = 2^(A — a;), v^ = x^xf\x(p> — x), x* = \/2g .x,h — x.1 — x, x^=^hsa}\fgty 
k^=sin\ay k'=^cos\a^=='COS^ß^ 1 — (?o^a = 2m^ia, ^^ = 290, q=^\tg'^\ß^ 

a:=l — cosq> = ^sin^\q>^ smig> = ksa\/gt, cosiq) = da\/gt, g}^=2\/g\/sin—^sin — — ^, 

K=x:2cosHß = iJt{[ + 2q)\ T = 2K:\/g = Jt:\/gcosHß, _ 

cos2]/gtcosHß) = cotgHßtgi{ß+tp)igi{ß—fp). 

Till. Darstellangen elliptischer Fanctionen darch Partialbrache und trigono- 
metrische Reihen. 

. _ 2n\fq . ujt ^ q^^{{ + q^^-^) _ 2jt\/q ^ q'^-^sm{(2m — \)jtu:2JK^) 

l)sau— 1^^ ^^^2K^\--2q^^^cos{un:K) + q^^-^~ kK ^ \ — q^f^^ ' 
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. %n\fq ux_ g. (— y)'«-i(i_g!im-i) ^ 2n]/'q ^ g*»-^ cos {(2m — 1 ) jr« : 2K ) 

l) caw- ^^ cos 2j5^ ® 1 _ 2^2»-i co* («jr : K) + «*•»-« ~ ;tÄ' ® 1 + g«"-i 

o\ j * /« 1 . a: ff" cos (»B jt« : Ä'A , , /2l/V . m^\ .-. g"cos(OTJtM:Ä') 



— l )jru:A^) 

4m— 2 \ 






. 1 + ^au _ 1 + sin {ujt : 2 K) ^ g> (— l)«»-i^8>»- i Wn ((2m— l)t^jr : 2K) 
^ '^1— j?aM~^^l— 5m(wjr:2Ä')'^ ^ (2m — 1)(1 — g^m-i) 

'^1 — A^aw""^*^^^ (2m — 1)(1 — ^2m-i) 

6) sa^u = {Ajt^:k^I^)Btnq'^sin^{mjru:2K):{\ — q'^), Igk = /^4i/^+ 4(S(— l)"»^"»:m(l + g™). 

7) AK^m'^ = 1 + 8©w^*»: (1 + (— ^)"*) = ^^ = (1 + 2©^"»«)*, 2Z: jr = 1 + 4©^«: (1 + ^^m), 

IX. Die wichtigsten LioayUle'schen Sätze. Das YerhältnisB der Perioden einer eindeutigen 
doppelt periodischen Function kann nicht reell seio. Eine doppelt periodische Function muss in einem 
Periodenparallelogramm mindestens zweimal unendlich gross werden. Wird sie n-mal unendlich gross, 
so sagt man, sie sei von der nten Ordnung. Die Summe der ersten Residuen einer doppelt periodischen 
Function in einem Periodenparallelogramm ist Null. Eine doppelt periodische Function nter Or<&ung 
lässt sich durch eine eben solche zweiter Ordnung und deren Ableitung rational darstellen. Eine doppelt 
periodische Function nimmt in einem Feriodenparallelogramm jeden Werth gleich oft an. Sind die 
Werthe, fttr welche eine solche Function im Periodenparallelogramm gleich a wird, Uaj Uaj uä, • . ., die, 
für welche sie gleich b wird, Ub,ui, uji, . . ., so ist 

Primitive oder Elementarperioden heissen ein Paar solcher Perioden, durch welche sich jede andere Periode 
linear mit ganzzahligen Goefficienten darstellen lässt. Ein Paar primitiver Perioden kann auf unendlich 
viele Arten gebildet werden, das aus ihnen gebildete Parallelogramm hat stets denselben Flächeninhalt 
Zwischen einer doppelt periodischen Function und ihrer Ableitung besteht eine algebraische Gleichung. 

X. Die lineare Transformation der Thetafnnctlonen und der Function sa^n. Sind 
a, ßj 7, 6 ganze Zahlen, welche die Bedingung ad — /}/ =e= 1 befriedigen, so besteht nach § 67 die Gleichung 

worin ^ip eine auf Seite 77 definirte ganze Zahl ist, das Vorzeichen aber in etwas complicirter Weise 
von a, ßf 7, 6 abhängt In der speciellen, aber wichtigen Formel 

ist der reelle Theil der Wurzel positiv zu nehmen. Hieraus lassen sich die linearen Transformations- 
formeln für sa^u herleiten. Sie sind: 

( k^sa'^(u,k) = sa^{uk,\:k), —sa^{u,k)='sa^{ui,k'):ca^(ui,k^ = tga^{ui,k')y 

sa^ (iuk', ~) sa^ 6'***' t) ^^* f "^' Z^) 
-k'^saKu,k)=-~) ^, k^sa'tiu^k) ) ^, k^sa^u^k) ) g^. 

4) ca(itiyk) = \:ca{Ujkf)^ da{iu,k) = da(u^k^:€a{ti,kf)y da{u,k)^ca(ukfl:k). 



3) 



XI. Einige andere Transformationen. 

1) sa{(i + k)u,t) = ^—j-^-, ca((l + ^)M,l) = - 



18* 
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— rfaw rfaw — k' 



+ dau dau + k** 
Vergleicht man hier Reelles mit Reellem, Imaginäres mit Imaginärem, so folgt: 

^* K / »/ \ + caudau — ksa^u 

caH^i{l + ]/lc)^u,T) = l + {l:f) tg^i-^?, da^^i{\ + \/lc)^u,r) = l + ltg^i-tp, 

sa^{^i(i + \/kyu,f) (i:f)tg'^^tp. '(Vergl. § 75.) 

Obgleich durch diese Transformation ein imaginäres Argument eingeftlhrt wird, so kann sie 
doch von sehr grossem Nutzen sein. Ist nämlich k>\/'iy so ist 

I<(|/2 — l)2:(|/2+l)2, ^< 0,000 007, ^2 < 0,00000000005, 

so dass beim Rechnen mit zehnstelligen Logarithmentafeln q^ schon vernachlässigt werden kann. 

Xn. Eliiige. Differentiale. 

1) dsau = \/{\—sa^u){i—k^sa'^u)du, dsa^u = 2\/sa^u{\—sa^u){\ — k^sa^u)du, 

2) äcau = -k'\ /{X-ca^u){l + !^,ca^u)äa , ä^^^ k\ /(±-^-i){i^^ )äu, 

3) ddau^—kf l/(Ja2u — 1) (I — (1 : k*^) da^u) , dtgau— 1/(1 + iga^u) (1 + k"^ tgah^du. 

4) kcaudu = darcsin{ksati) = — darcsin(dau) •= ^arcf^(^^au:dau). 

5) ksaudu = dlg{dau — Xrcau) = \dlg\i^dau — kcau):{dau + kca%C)\. 

6) k^tgaudu^^dlg^idau + k^iidau—i^). 

_v du , ^, cau — dau l^du ,, kf sau + dau 
^ sau ' cau + dau' cau cau 

S) daudu^^ d{amu) = darcsin{sau)y k^duidau^^ darctgQc^tgau). 

XnL Das Integral erster Gattung. Es sei s = \/{l — zi)(l-^^7'i), *»+*'>= 1, J{g>) = 
\/i—k'^tin^g), u{s,z) = u{s,z;k) = f{\:s)dz, «(1,0) = 0, z = sin9, F{g>)^F{<p,k) = J'(l:J(g>))dg), 
F((i)^*'0, q>'^amu. So ist 

1) uiO,l)'^£=F{i^x,k) = F, u{0,l:k) = K+iK', «(0, 1 :*) — u(0, 1)=- JÄ" — iT(4-Jt,A0 = «^, 

2) «(f„z,) + «(«J.«i) = «(*.2). z — (2i*j + 2i*i):(l— *»z?2j)- VergL§106. 

ä) -^(Vi) + ^Vi) == -^(j*)» *«'» 9 = («««9>i C0«9>2 J 92 + «tu 9)2 cos ^i A q>i) : (1 — tflsm^q>y siv^tp^ . 

4) tt (i/(l— z»)(l— *»z»), z) = tt (l/(l— z»)(l— 2»:Ar»),.zA) : *, u (*, z) + m (— j, z) ^ 2i' (4ä; 2 tÄ") . 

5) ^(^OTjr + 95,*) = mA'+F(9),A), /'(4-»«r + 9,&') = mA' + /'(9),Ä0, F{(f>,i) = sin(pF{-^,^,-\;sin*9). 

6) l' = 4-*/'(4-,i^,l,Ai), Ar' = 4-:r/'(4-,4-,l,Ar'»), /"(f »,.) = ir(0 = (l/8/acni-)):l/3r, 

7) F{-^x,\'.k) = k{F{:^x,k) — iF{^n,k^), K'{\:k) = kK'{k), F{:^x,\/i)^{\ + t)F{-^3t,i). 
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XIV. Elliptische Integrale zweiter Gattang. 

2) E='E{^Ji,k), E'=^E{^x,]^, EK' + ££• — EK' = ^x . 

3) i^^fjrZ-C-i-.-t,!,/:»), ^_-i-jri(-i-,-i., 1,^:/»). 

4^ -g^. ^.'. - '^ l + 9g» + 25g« + 49g" + .. jr» / mg" \ 

' K d„ 41^ l + «» + tf« + ?" + g" + ... 4^2^ ^ ^ -* 1 — g'^y' 

. E—K _ e;', ^ 23r» — g + 4g«— 9g» + l6g«— . + ... ^ 2;r^^ »tg^ 

' ^ ~ ©„, ir» ■ 1— 2g + 2g«— 2g« + 2g»«— . + ... Ar2®l — g""»' 

6) f&a}udu = /^ = FöS)' Kfk^sa^du — %K'C}0'Sd?'du = -f fjr . 

M 7) k^ I sa^udu — /— -- = = — ^r — . 

-^ •^ "^ sa^u sau du 

dsa^u : du = m*a"*~^w caudau 

:^m{m—l)fsa^^^udu — m^{l + k^)fs(f^udu + m{m+\)k^fsa'^^udu. 

/".o « ^ . rk'^du saudau dlgcau 
k^ca^udu+J ^ = — ^r — . 
^ ca^u cau du 

p du k^ sau cau dlgdau 



/*w«*.-/^ 



dau du 



XV. Die logarlthmischen Dlfferentlalquotleiiteii der Theta-Fanctlonen oder die Zeta- 
Fimctioiieii. 

^^ 7 (^^- ^^9e{u) __ K-E f k^ ca^u E n^kf-^du _%n .^<r^n{mjcu:K) 

~ K . . ^ UJ€ . ,^ . 2ux . ^ ^ 3iijr , 

i + 2q cos-TT + ^g^cos --- + 2q^ cos '-—' + .. . 

IL A IL • 

2) Zoi (m) = (Z(w) bei Jacobi) = ^M^^l = ^ | ^ + ^^2^ j^^ = ^=Z ^ _ ^2^^021, ^^ 

_ KEi^) — EFjg)) _2jt fqsm{j€u:K) q}sin(p.xu: K) q^sm{bxu:K) , \ 
~ ~^~^ K\ 1 — ^2 -»■ i_^4 + i__g6 +---y- 

— 3t nu^ 23t ^{ — \y^q^sin{m3tu:K) 

~~2K^2K'^~K r^2«i 

23t ^ 2K "*" ^ ^^^ '2K ■*■ ^ **** T^ ■*■ ^^ ^^'^ 2Z "*" ' " 
2^!^ JTW , „ 3jrw , « öjTM , .„ 7:?rM , 
^^'2^"^^ ^^*"2ir"*"^ ^^*2ä^'^^ ^^*2F"*"'" 

,x ^ /^x 8/fy^ii(^) _ ^öt(0) /^ ^x r^du _K^E / 



du 



sa'^u 



X '^*^2E'^ E 1 — g«« 2E .XU . . Sxu , . . bxu , 

**"2r""* '**2F"^* 2F~"'"*" 
5) E -=]/¥{!+ k'—\/P)E (Jacobi's Näherungsformel für kleine *). 
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XTX Periodlcität und Werthe tbr speeielle Argumente. 

1) Zo,(« + 2^) = Zo«(w), 2io(M + 2iA:') = Z(K)(«) — (w:^), 2io(— «) = — 2io(tt). 

2) Zoi(u + 2K)==Zti{u), Zti(u+2i£') = Zoiiu) — {ix:lO, Zoii—u) 2ii(«). 

3) Z,o(m + 2A') = Zio(«), Z,o(M + 2iÄ') = Zio(tt) — Ojr:i'), Z,o(— «) Zi«(«). 

4) Zli(« + 2Ar) = Zl,(«), Zn(« + 2ji") = ^.i(«) — (i^:^), Z„(— w) = -^t(«). 

5) 2io (»nÄ-) = Z^i {mF) = Z„ (^) = Z,o (0) =. 0, 

Zoo(i'+ tiT') = oc , Zo, (liTO = oc , Z,o (Ä) = 00 , Z,i(0) = oc , 
• Zm («A") = Zot (^+ «äO = Zio {iK') = Zi^{K+ iK") = Z, i («Ä") = Zu (ir+ tüTO = — (iJt : 2K). 

Zii(4-Ar) = i^(l-A:'), 2^1(^-/^-0 = — (/Jr:4i') + 4- (*+iAO -4-0 — *0 + «(*l/(* + iA:O:lA+*0. 

6) Z|i(u)— Z|)t(u) = cau</au:fau, Zio(m) — 2iii(M) = — fau</au:cau, 
ZiH>(u) — Zi)i («) = — k^saucauidau. 

XTn. Addition nnd Transformation. 

1) Zoo (w + v) = Zoo(w) + Zoo(v) + k^^^- — - — . ) ' \ . 

' ^ daudavda{u + v) 

2) Zoi(u + v) = Zoi{u) + Zoi{v) — k^sausavsa(u + v). 

4) Zii(M4-t;) = Zi,(w) + Zii(t;)H 7—^ -r-v — . 

5) iZ^{iu,k)=^, + Zoo(u,k^, iZn{iu,k) = ^, + Zn{u,k'). 

6) i2ii(itt,/r) = 2^ + Zio(u,/r') tga^u.k') da{u,k') + ^, + Z^,{u,kf). 

E _ e'[, (0) _ e;\ (o) _ eö, (o) 8^_ ^2_ 

8) {8" : 6) + {&" : ö) = jr : 2KK', wenn ö zum Modul k, S zum Modul kf gehört 
XTIII. ElUptische Integrale dritter Gattung. 

1) g(u,t;,A:)=^Z7(u,.) = i.Zot(t;) + ^-/i/ ^^^^^^^)^ = / (i-aW). 



=/' 



/r^ savcavdavsa^u du 

a=^sav. 



1 — k^sä^vsa^u ' 

2) I7(i;t;) = A'Zoi(t;), n(2iK%v) = 2i^'Zoi(v) + vix:IC, I7(w,Ä^) = 0, J7(M,Ä'+/r) = 0, 

/Z(i'+iX',t;) = (Ä'+iirOZo,(t;) + ütjr:2jr, lT(tÄ'',t;) = tÄ"Zoi(t;) + (i;tjr:2jr) + f !>. 

3) n{u + 2Ar, v) = Z7(m, t;) + 2ä'Z;), (t;) , I7(u, t; + 2 JS^) = Z7(m, v) , /Z(tt, v + 2 /Ä^) = /7(w, t;) , 
i7(M + 2iÄ", y) = /7(M,r) + 2D{K+iK%v) — 2Il(K, v) 

IT/ \ i o ik^savcavdavsa'^udu „. . , o-r^,«. / \ , • rr 

4) Kn(K+iE%v)—{IC+iIC')niK:jv) = ^mv, n(—u,v,k) = — n(u,v,k). 

5) n{ujv) — n(v^u) = uZoi(v) — vZqi(u). (VertauBchung von Parameter und Argument) 

6) 17 (m + ^, v) = Z7(«, t;) + Z7(r, f) + 4- ^ :j 7= ~ — >— r"* k • 

7) n(t«,t;+ip) — /7(m,v) — n(tt,w) + Ar2u^at;*aw*a(t;+w)= -i-/^7-^-7^ -;-7 — Mr. 

8) Z7(m,w+Ä^;Ar) = I7(tt,t;+A'';it'), n{myV+K:,k) = — n{u,w+K*\k^. 
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9) n{u,^£) = i-u{\ — lO + i-lgda{u + 4li^) — t^_l^' 

^i^ul\ — k') + i^lg{dau — (l—k^\/k'saucau) — ^lg{\ — (\ — k')sa^u). 

Liegt a zwischen und 1, so setzt man am besten a=^sav\ liegt a zwischen 1 und l:k, so setzt 
man a = sa{iv+K)] liegt a zwischen l:k und oo, so setzt man a = sa(v + iK'). Ist a rein imagin&r, 

so setzt man a = saiv. 

Andere Formen von Integralen dritter Gattung sind (Jaeobi's Werke I, pag. 537), (9.) 



u u 

f, f \ X II öoi(w--«0 r ca'vda^udu / ^ i i / Qoi(^ ~^) _ f da'vca^udu 



II 



^ /N . , , Öii(v— w) Csavm'vdu ^r r \ i x i ^n{p—u) P cavdavsa^udu 





u 







/'Nil/ ^n(^ ~^) _ / * —ca'vcä^udu / \ • _L/,^i(!iZL^ P savcavda ^udu 



«^0 

u u 







fl 



u^ioW + x 



. , 6io(«' — **) / * kf^savdavsä^udu „ / \ij_j Qio( y — u) / * k^^savcavdu 

^^^'^ ^ ßioiv+u) ~ I cavicaH — da'^vsa'^uy ^^'^^^^'^'^ ^ ~e^(v+u) ~ / dav{ca^v — da^vsa^u) ' 

u u 

.. ^ ß{v — u) P k^savsa^v cd^u du „ ( \ijL7 §Sü.ZZ^l Pjsofv - sa v) dä^ u du 

uZoxW—rJff ß(^ + u) ~J da^v — k^caHsa^u' «^iW+ *^^ e{v + u)~J dc^v—k'^caHsa^u' 



«^ioW + 4- 





u u 

dav)sd^udu 
k^ca^vsa^u 



\i 1 7 Q(«^ — «) f k'^{ca'v:cav)du . . Ojv — u) _ fk^^da^ 

*'> + ^^^©(t; + u)"/ düH-k^ca^vsa^u' . ''^'^''^'^ ' ^^ e{u + v) ~ / daH-. 

Ist ö == l/g(l— 5)0^^. 80 folgt 

1 ft^ A /« tf SiSi(g2— St) + <^i gS2(g— S 2) + gj Sgl (gl — S) ^ x(^Si±öiSi) , gl , gj , gs 
'"^ dg'^ggig2(gj-gi) + g,ggi(g2-g)+g2ggi(S-Si) g(i— tgigi) ■^g(g-gi)"^g(S-Si) g(S-g3)' 

f ^ (gj Si + giSi)' ^ ^ tfi Si Ss (Sa — S-i) + gj Si Sa (g l - Ss) 

^' g.giO-xg.giP' ^ g.g2(gi-g.) 

tf ^^ggigaC gt— Si)+giSSi(S— SO+giggifg— S i)^ — x(g|gi— gjgi) «1 g| 0*3 



<*S''gSiSi(Si-gi) + gigSi(S2-S) + ö-2SiS(Si-S) g(i-xSiS-2) g(S-Si) g;(S-£i) g(S-g's)' 

w _ (gig»-^gi)* ^ ^ g» gj g's (g^s - gP - g2 gl g's (g. - S'a) 

^' giS»(i-'fSigO^"' * gig2(gj-gi) ' 

woraus durch Addition folgt 

in ^^.- gSiSta-'tSigtV-Cgig + gg.)» ^ -2xgiga 2<j, ga . g's 



dg^.ggig2(l-*gigj)*-(gig-ggi)* g(l-xg,gj) ' g(g-gi) ■ g(S-g3)^g(g-g'j)' 

Diese Formeln können, wenn gt, C,^ co^jugirt imaginär genommen werden, dazu dienen, Integrale 
mit complezem Parameter durch solche mit reellem Parameter auszudrucken. 
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Für die numerischen Rechnungen mit elliptischen Functionen ist die Grösse q sehr einfach zu er- 
halten, kommt aber auch besonders oft yor. Es findet sich zwar von Jacobi (Gesammelte Werke I, 
pag. 363) eine Tafel vor, in der k=^sm& gesetzt ist, und in der der logarithmus vulgaris von q (fSn 
Werthe von d; die um Zehntelminuten fortschreiten, auf 5 Decimalen angegeben ist, die z B. f&r 

^ = 50, 150, 300^ 450, 600, 80P, 

giebt /^v^ = 6,67813, 7,63683, 8,25461, 8,63563, 8,93347, 9,31515. 

Genauere Tafeln jedoch, welche sich aQch auf rein imaginäre k erstreckten, wären nützlich« In vielen 
Fällen wird es dem Rechner gelingen, durch Transformation ein reelles oder rein imaginäres k zu er- 
halten, für welches q so klein wird, dass in der Entwickelung VII), 3 der Sammlung, das erste Glied 
genügt; es wird also gelingen, für q einen algebraischen Ausdruck in k zu setzen. 



Drqek Ton Shrhardt Kutm, Hall« a. B. 



